1 ëÕÒÓ, ôÏÐÏÌÏÇÉÑ 1 29.10.2004

çÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

þÁÓÔØ 1. çÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

ðÕÓÔØ G | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÃÅÐÎÏÊ É ËÏÃÅÐÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G, ËÁË

C_n(X; G) = ⊕_œ G = C_n(X) ⊗_ZG; C^n(X; G) = Hom(C_n(X); G)

(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ A É B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ { a⊗b }_{s∈A; b∈B}, É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ n-ÍÅÒÎÁÑ ÃÅÐØ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G, Á ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÁÑ n-ÍÅÒÎÁÑ ËÏÃÅÐØ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G | ÜÔÏ G-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍ- ÐÌÅËÓÏŒ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ @( ∑ g_iœ_i) = ∑ g_1(@œ_i), (ffic)(œ) = c(@œ). çÒÕÐÐÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÜÔÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G:

H_n(X; G) = H_n(C_•(X; G)); H^n(X; G) = H^n(C^•(X; G)):

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ, ÞÔÏ É ÏÂÙÞÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÉ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÅ ÔÏÞÎÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ · · · → H^n(X=A; G) → H^n(X; G) → H^n(A; G) → H^{n+1}(X=A; G) → : : : · · · → H_n(A; G) → H_n(X; G) → H_n(X=A; G) → H_{n−1}(A; G) → : : :

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ | ÁËÓÉÏÍÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: H_0(∗; G) = G, H^0(∗; G) = G.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÂÙÞÎÙÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ G ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ

C_n(X; G) = ⨁ ff∈C^X_n

G = C_n(X) ⊗_ZG; C^n(X; G) = ∏ ff∈C^X_n

G = Hom(C_n(X); G);

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÙ Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ.

þÁÓÔØ 2. æÕÎËÔÏÒÙ Tor É Ext

ðÕÓÔØ A | ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÅ ËÁË ÆÁËÔÏÒ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ F_0 ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ F_1 (ËÏÔÏÒÁÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ). éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ) 0 → F_1^ff−→ F_0^ß−→ A → 0. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÅ ÆÕÎËÔÏÒÙ − ⊗ B É Hom(−; B).

ìÅÍÍÁ 2.1. (i) ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ F_1 ⊗ B^ff−→ F_0 ⊗ B^ß−→ A ⊗ B → 0 ÔÏÞÎÁ ŒÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ; (ii) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(A; B)^{ß∗}−→ Hom(F_0; B)^{ff∗}−→ Hom(F_1; B) ÔÏÞÎÁ ŒÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÁ.

äÏËÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: (i) ÅÓÌÉ a = ß(f_0), ÔÏ a ⊗ b = ß(f_0 ⊗ b), Á ÔÁË ËÁË ÇÒÕÐÐÁ A ⊗ B ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ŒÉÄÁ a⊗b, ÔÏ ß ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ. åÓÌÉ x = ∑ f^i_0 ⊗b^i ∈ Ker ß, ÔÏ ∑ ß(f^i_0)⊗b^i ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÉÄÁ (a_1 + a_2) ⊗ b − a_1 ⊗ b − a_2 ⊗ b É a ⊗ (b_1 + b_2) − a ⊗ b_1 − a ⊗ b_2 Œ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÁÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ⊕_{(a;b)∈A×B} ZðÏÄÎÉÍÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ a_i Œ F_0 É ŒÙÞÉÔÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÉÚ x, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ∑ ß(f^i_0) ⊗ b^i = 0 Œ ⊕_{(a;b)∈A×B}Z. ðÒÉŒÏÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÐÒÉ b_i, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x ∈ Im ff. þÁÓÔØ (ii) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÐÒÏÝÅ: ÅÓÌÉ ’ ∈ Ker ß^∗ ⊂ Hom(A; B), ÔÏ ÅÓÔØ ’ ∘ ß = 0, ÔÏ ’ = 0 ÔÁË ËÁË ß ÓÀÒSSÅËÔÉŒÅÎ, Á ÅÓÌÉ ’ ∈ Ker ff^∗ ⊂ Hom(F_0; B), ÔÏ ÅÓÔØ ’ ∘ ff = 0, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÑ (ß(f_0)) = ’(f_0), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ∈ Hom(A; B), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ’ = ß^∗(). □

çÒÕÐÐÁ Ker(F_1 ⊗ B^ff−→ F_0 ⊗ B) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Tor_1(A; B), Á ÇÒÕÐÐÁ Coker(Hom(F_0; B)^{ff∗}−→ Hom(F_1; B)) = Hom(F_1; B)= Im ff^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ext^1(A; B). 1

ìÅÍÍÁ 2.2. çÒÕÐÐÙ Tor_1(A; B) É Ext^1(A; B) ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ 0 → F^′_1^{ff′}−→ F^′_0^{ß′}−→ A → 0 | ÄÒÕÇÁÑ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÁ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ F_• → F^′_•, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A = H_•(F_•) → H_•(F^′_•) = A. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÑËÏÊ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÅÊ f_{0i} ∈ F_0 ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ f^′_{0i} ∈ F^′_0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ß^′(f^′_{0i}) = ß(f_{0i}). ôÁË ËÁË ÇÒÕÐÐÁ F_0 ÓŒÏÂÏÄÎÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ’_0 : F_0 → F^′_0. ôÅÐÅÒØ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÑËÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ f_{1i} ∈ F_1 ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ f^′_{1i} ∈ F^′_1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ff^′(f^′_{0i}) = ’_0(ff(f_{0i})) (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ß^′(’_0(ff(f_{0i}))) = ß(ff(f_{0i})) = 0). ôÁË ËÁË ÇÒÕÐÐÁ F_1 ÓŒÏÂÏÄÎÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ ’_1 : F_1 → F^′_1. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ’_•; _• : F_• → F^′_•, ÉÎ- ÄÕÃÉÒÕÀÝÉÊ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ A = H_•(F_•) → H_•(F^′_•) = A, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÑËÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ f_{0i} ∈ F_0 ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ f^{′′}_{1i} ∈ F^′_1, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ff^′(f^{′′}_{1i}) = _0(f_{0i}) − ’_0(f_{0i}) (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ß^′(_0(f_{0i}) − ’_0(f_{0i})) = ß(f_{0i}) − ß(f_{0i}) = 0). ôÁË ËÁË ÇÒÕÐÐÁ F_0 ÓŒÏÂÏÄÎÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍ h : F_0 → F^′_1. ôÁË ËÁË ff^′ ∘ (_1 − ’_1) = (_0 − ’_0) ∘ ff = ff^′ ∘ h ∘ ff, É ff^′ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ _1 − ’_1 = h ∘ ff É h | ÉÓËÏÍÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÓÄÅÌŒÁÅÍ ÔÁË: ŒÙÂÅÒÅÍ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ ’_• : F_• → F^′_• É _• : F^′_• → F_•, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ A. ôÏÇÄÁ ’_• ∘_• É _• ∘’_• | ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ F^′_• → F^′_• É F_• → F_•, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ A, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ’_• É _• ÇÏÍÏ- ÔÏÐÉÞÅÓËÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÕÎËÔÏÒÏŒ − ⊗ B É Hom(−; B) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÝÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÎÁ ÇÒÕÐÐÁÈ Tor_1(A; B) É Ext^1(A; B) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ A ÓŒÏÂÏÄÎÁ, ÔÏ Tor_1(A; B) = Ext^1(A; B) = 0 É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → F_1 ⊗ B^ff−→ F_0 ⊗ B^ß−→ A ⊗ B → 0 É 0 → Hom(A; B)^{ß∗}−→ Hom(F_0; B)^{ff∗}−→ Hom(F_1; B) → 0 ÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ Ó F_0 = A, F_1 = 0. □

þÁÓÔØ 3. æÏÒÍÕÌÙ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ

ôÅÏÒÅÍÁ 3.1. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → H_n(X) ⊗ G → H_n(X; G) → Tor_1(H_{n−1}(X); G) → 0;

0 → Ext^1(H_{n−1}(X); G) → H^n(X; G) → Hom(H_n(X); G) → 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÚÒÅÖÅÍ C_•(X) ÎÁ ÔÒÏÊËÉ 0 → Z_n → C_n(X) → B_{n−1} → 0 É 0 → B_n → Z_n → H_n → 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ B_{n−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ Œ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ C_{n−1}(X) É ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÁÍÁ ÓŒÏÂÏÄÎÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÆÕÎËÔÏÒ − ⊗ G ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → Z_n ⊗ G → C_n(X; G) → B_{n−1} ⊗ G → 0, 0 → Tor_1(H_n; G) → B_n ⊗ G → Z_n ⊗ G → H_n ⊗ G → 0. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ @_G : C_n(X; G) → C_{n−1}(X; G) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ C_n(X; G) → B_{n−1} ⊗ G → Z_{n−1} ⊗ G → C_{n−1}(X; G) ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Z_n ⊗G → Ker @_G → Tor_1(H_{n−1}; G) → 0 É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Im @_G É ÏÂÒÁÚÏÍ B_n ⊗G Œ Z_n ⊗ G. æÁËÔÏÒÉÚÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ H_n(X; G).

æÕÎËÔÏÒ Hom(−; G) ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → Hom(B_{n−1}; G) → C^n(X; G) → Hom(Z_n; G) → 0, 0 → Hom(H_n; G) → Hom(Z_n; G) → Hom(B_n; G) → Ext_1(H_n; G) → 0. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ffi^G : C^n(X; G) → C^{n+1}(X; G) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ C^n(X; G) → Hom(Z_n; G) → Hom(B_n; G) → C^{n+1}(X; G) ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(B_{n−1}; G) → Ker ffi^G → Hom(H_n; G) → 0 É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ Im ffi^G É ÏÂÒÁÚÏÍ Hom(Z_{n−1}; G) Œ Hom(B_{n−1}; G). æÁËÔÏÒÉÚÕÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÏÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÑ H^n(X; G). □

ìÅÍÍÁ 3.2. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

H_n(X; G) ∼= H_n(X) ⊗ G ⊕ Tor_1(H_{n−1}(X); G); H^n(X; G) ∼= Hom(H_n(X); G) ⊕ Ext^1(H_{n−1}(X); G):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÔÁË ËÁË ÇÒÕÐÐÁ B_{n−1} ÓŒÏÂÏÄÎÁ, ÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ 0 → Z_n → C_n(X) → B_{n−1} → 0 ÒÁÓ- ÝÅÐÌÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÎÅËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ!) ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ C_n(X) ∼= Z_n ⊕ B_{n−1}, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Z_n → C_n(X) ÅÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, Á ÐÒÏÅËÃÉÑ C_n(X) → B_{n−1} | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÁËÉÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓ C_•(X) = ⊕_n(· · · → 0 → B_n → Z_n → 0 → : : : ). ôÁË ËÁË ÆÕÎËÔÏÒÙ − ⊗ G É Hom(−; G) ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ, ÔÏ C_•(X; G) = ⊕_n(· · · → 0 → B_n ⊗ G → Z_n ⊗ G → 0 → : : : ); C^•(X; G) = ⊕_n(· · · → 0 → Hom(Z_n; G) → Hom(B_n; G) → 0 → : : : );

É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → B_n → Z_n → H_n → 0 ËÁË ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÕ ÇÒÕÐÐÙ H_n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ. □

þÁÓÔØ 4. æÏÒÍÕÌÁ ëÀÎÎÅÔÁ

ïÐÉÛÅÍ ÇÏÍÏÌÏÇÉÉ É ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ. ðÕÓÔØ X É X^′ | ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ X × X^′ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ÅÇÏ ËÌÅÔËÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ e^n_ff × e^m_fi , ff ∈ C^X_n , fi ∈ C^{X′}_m . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, C^{X×X′}_n = ⊔_{p+q=n}C^X_p × C^{X′}_q . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X × X^′. éÍÅÅÍ C_n(X × X^′) = ⊕_{p+q=n}C_p(X) ⊗ C_q(X^′). ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. åÓÌÉ c ∈ C_p(X), c^′ ∈ C_q (X^′), ÔÏ

@(c ⊗ c^′) = (@c) ⊗ c^′ + (−1)^pc ⊗ (@c^′) ∈ C_{p−1}(X) ⊗ C_q(X^′) ⊕ C_p(X) ⊗ C_{q−1}(X^′) ⊂ C_{p+q−1}(X × X^′):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÑŒÎÁÑ ÐÒÏŒÅÒËÁ | ÎÕÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^{p+q−1} = @(D^{p+q} ) ∼= @(D^p × D^q ) = S^{p−1} × D^q ∪ D^p × S^{q−1} → S^{p+q−1} ∨ S^{p+q−1} ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ fl → (fl; (−1)^pfl) Œ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ. □ ôÅÏÒÅÍÁ 4.2. åÓÌÉ X É X^′ | ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÔÏ

H_n(X × X^′) ∼= ( ⨁ p+q=n

H_p(X) ⊗ H_q(X^′) ) ⊕ ( ⨁ p+q=n−1

Tor_1(H_p(X); H_q(X^′)) ) :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ËÁË É ŒÙÛÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ C_•(X) É C_•(X^′) Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÏŒ · · · → 0 → B_p → Z_p → 0 → : : : É · · · → 0 → B^′_q → Z^′_q → 0 → : : : . ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÌÅËÓ C_•(X × X^′) ÒÁÚÌÏÖÉÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ · · · → 0 → B_p ⊗ B^′_q → Z_p ⊗ B^′_q ⊕ B_p ⊗ Z^′_q → Z_p ⊗ Z^′_q → 0 → : : : . òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 → B_p → Z_p → H_p(X) → 0 É 0 → B^′_q → Z^′_q → H_q(X^′) → 0 ËÁË ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐ H_p(X) É H_q(X^′), É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÏÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. □ ìÅÍÍÁ 4.3. åÓÌÉ 0 → F_1^ff−→ F_0 → A → 0 É 0 → G_1^fi−→ G_0 → B → 0 | ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÒÅÚÏÌØŒÅÎÔÙ, ÔÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÁ 0 �F_1 ⊗ G_1^{(ff;−fi)}�F_0 ⊗ G_1 ⊕ F_1 ⊗ G_0^{(fi;ff)} �F_0 ⊗ G_0 � 0 ÒÁŒÎÙ Tor_1(A; B) Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÞÌÅÎÅ É A ⊗ B Œ ÐÒÁŒÏÍ ÞÌÅÎÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ Ï ÚÍÅÅ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÔÒÏÊËÅ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ

0 � F1 ⊗ G1^{(ff;− Id)}� Id � F_0 ⊗ G_1 ⊕ F_1 ⊗ G_1^{(1;ff)} � ( 1 0 0 fi ) � F_0 ⊗ G_1 � fi � 0

0 � F1 ⊗ G1^{(ff;−fi)}� � F_0 ⊗ G_1 ⊕ F_1 ⊗ G_0^{(fi;ff)} � � F_0 ⊗ G_0 � � 0

0 � F1 ⊗ B � F0 ⊗ B � 0 ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ ÁÃÉËÌÉÞÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÒÁŒÎÙ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ Tor_1(A; B) É A ⊗ B Œ ÓÒÅÄÎÅÍ É ÐÒÁŒÏÍ ÞÌÅÎÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. □ úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.4. éÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÃÅÐÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ

H^n(X × X^′) ∼= ( ⨁ p+q=n

H^p(X) ⊗ H^q(X^′) ) ⊕ ( ⨁ p+q=n+1

Tor_1(H^p(X); H^q (X^′)) ) : úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.5. ëÁË É Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅËÁÎÏÎÉÞÎÏ. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0 � ⨁ p+q=n

H_p(X) ⊗ H_q(X^′) � H_n(X × X^′) � ⨁ p+q=n−1

Tor_1(H_p(X); H_q(X^′)) � 0;

0 � ⨁ p+q=n

H^p(X) ⊗ H^q (X^′) � H^n(X × X^′) � ⨁ p+q=n+1

Tor_1(H^p(X); H^q (X^′)) � 0: