1 ëÕÒÓ, ôÏÐÏÌÏÇÉÑ 1 05.11.2004

çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

þÁÓÔØ 1. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ

ôÅÏÒÅÍÁ 1.1. œÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^0; : : : ; f^n : X → Y , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f ∼ f^n, f^n(sk_nX) ⊂ sk_nY É f^n_{|skn−1 X} = f^{n−1}_{skn−1 (X)}. þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ f^n ÎÁÄÏ ÐÏÄÐÒÁŒÉÔØ f^{n−1} ÎÁ ËÌÅÔËÁÈ e^n_ff, ÔÁË ÞÔÏÂÙ f^n(e^n_ff) ⊂ sk_nY . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f^{n−1}(e^n_ff) ⊄ sk_nY . ðÕÓÔØ e^m_fi ⊂ Y | ËÌÅÔËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ f^{n−1}(e^n_ff), ÔÁË ÞÔÏ m ¿ n. ðÕÓÔØ U = f^{n−1}(e^m_fi ) ∩ e^n_ff É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

g : U → e^n_ff ⊂ sk_{n−1}X ∪ e^n_ff^{f n−1}−→ sk_mY → sk_mY =(sk_mY \ e^m_fi ) ∼= D^m=S^{m−1}:

ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g^′ : U → D^m=S^{m−1} É ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÁÑ ÎÁ @U ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ g ∼ g^′, ÔÁË ÞÔÏ g^′(U ) ≠ D^m=S^{m−1}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ g^′ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′ : sk_{n−1}X ∪ e^n_ff → sk_mY ,

U ⊂ e^n_ff ⊂ sk_{n−1}X ∪ e^n_ff^{f ′}−→ sk_mY → sk_mY =(sk_mY \ e^m_fi ) ∼= D^m=S^{m−1}:

ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó f ŒÎÅ U , Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ f^{n−1}_{|skn−1 X∪enff} ∼ f^′, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ŒÎÅ U . úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ y ∈ e^m_fi , ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÏÂÒÁÚÅ f^′. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ D^m \ y → S^{m−1} ÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{′′} : sk_{n−1}X ∪ e^n_ff → sk_mY \ e^m_fi , ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó f^′ ŒÎÅ U É ÇÏÍÏÔÏÐ- ÎÏÅ f^′. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_ff : sk_{n−1}X ∪ e^n_ff → sk_nY , ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÅ f^{n−1}_{|skn X} É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó ÎÉÍ ÎÁ sk_{n−1}X. ðÒÏÄÅÌÙŒÁÑ ÔÁËÕÀ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁ ŒÓÅÈ n- ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f^n : sk_nX → sk_nY , ÇÏÍÏÔÏÐÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f^{n−1}_{|skn X} É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó ÎÉÍ ÎÁ sk_{n−1}X. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÏÒÓÕËÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ~f^n ∼ f^{n−1}_{|sknX} ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ f^n ∼ f^{n−1}, ÇÄÅ f^n | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ~f^n ÎÁ ŒÓÅ X. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^n ÓËÌÅÉŒÁ- ÀÔÓÑ Œ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^∞ : X → Y , Á ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ f ∼ f^0 ∼ f^1 ∼ : : : (ÐÅÒŒÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1=2], ŒÔÏÒÁÑ | ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [1=2; 3=4] É Ô.Ä.) | Œ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ f ∼ f^∞. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1.2. åÓÌÉ Y ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 1 ÄÏ n, ÔÏ ß_m(Y ) = 0 ÐÒÉ 1 ⩽ m ⩽ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÅÔÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ S^m ÉÚ ÄŒÕÈ ËÌÅÔÏË. ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ S^m → Y ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ S^m = sk_mS^m Œ sk_mY = sk_0Y , ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÔÏÞËÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ŒÓÑËÉÊ ÓÆÅÒÏÉÄ œ : S^m → Y ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍÕ. □

ìÅÍÍÁ 1.3. åÓÌÉ Y | ÓŒÑÚÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ß_m(Y ) = 0 ÐÒÉ 1 ⩽ m ⩽ n, ÔÏ Y ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Ó ÏÄÎÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ É ÂÅÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 1 ÄÏ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÎÕÌØÍÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ e^0 ⊂ Y . ôÁË ËÁË Y ÓŒÑÚÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ e^0_ff ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÕÔØ s_ff : I → Y , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ s_ff(0) = e^0, s_ff(1) = e^0_ff. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ s_ff(I) ⊂ sk_1Y . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ff ÐÒÉËÌÅÉÍ Ë Y ËÒÕÇ D^2 ŒÄÏÌØ ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÑ ÅÅ Œ Y ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ s_ff. ðÏÌÕÞÉÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y^′_0 . ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y^′_0 ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ Y (ËÁÖÄÙÊ ËÒÕÇ ÍÏÖÎÏ ĂÓÍÑÔØĄ ÎÁ ÎÉÖÎÀÀ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ). ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÉÈ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉËÌÅÅÎÎÙÈ ËÒÕÇÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ Y^′_0 , ÐÒÉÞÅÍ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÂÕËÅÔÕ ÏÔÒÅÚËÏŒ, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ. ðÏÜÔÏÍÕ Y^′_0 ∼ Y_0 := Y^′_0 = ∨_ff I_ff, Á Y_0 ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÎÕÌØÍÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ Y_{m−1} ∼ Y , ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÎÕÌØÍÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 1 ÄÏ m − 1, É ÐÕÓÔØ ß_m(Y_{m−1}) = ß_m(Y ) = 0. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ø_ff : D^m → Y_{m−1} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ m-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ e^m_ff ⊂ Y_{m−1} ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ S^{m−1} Œ sk_{m−1}Y_{m−1} = e^0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ËÁË ÓÆÅÒÏÉÄ S^m = D^m=S^{m−1} → Y_{m−1}. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÎ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÓÆÅÒÏÉÄÕ, 1

ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_ff : D^{m+1} → Y_{m−1}, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ f_{ff|S}m = Ø_ff. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÁÐ- ÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f_ff(D^{m+1}) ⊂ sk_{m+1}Y . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ff ÐÒÉËÌÅÉÍ Ë Y ÛÁÒ D^{m+2} ŒÄÏÌØ ÎÉÖÎÅÊ ÐÏÌÕÓÆÅÒÙ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÑ ÅÅ Œ Y ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ f_ff. ðÏÌÕÞÉÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y^′_m. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y^′_m ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ Y_{m−1} (ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ ÍÏÖÎÏ ĂÓÍÑÔØĄ ÎÁ ÎÉÖÎÀÀ ÐÏÌÕÓÆÅÒÕ). ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÅÒÈÎÉÈ ÐÏÌÕÏÓÆÅÒ ÐÒÉËÌÅÅÎÎÙÈ ÛÁÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ Y^′_m, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÂÕËÅÔÕ ÛÁÒÏŒ, É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ. ðÏÜÔÏÍÕ Y^′_m ∼ Y_m := Y^′_{m−1}= ∨_ff D^{m+1}_ff , Á Y_m ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 1 ÄÏ m. □

þÁÓÔØ 2. íÌÁÄÛÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ f : S^n → X | ÓÆÅÒÏÉÄ É Y = X ∪_f D^{n+1}. ôÏÇÄÁ ß_m(X) = ß_m(Y ) ÐÒÉ m ¡ n, Á ß_n(Y ) ÅÓÔØ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ß_n(X) ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ff_#(f) ÐÏ ŒÓÅÍ ff ∈ ß_1(X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ m ⩽ n É œ : S^m → Y | ÓÆÅÒÏÉÄ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ Ï ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ S^{m œ}−→ Y → Y =X = D^{n+1}=S^n = S^{n+1} ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ œ(S^m ) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉËÌÅÅÎÎÏÇÏ ÛÁÒÁ, É ÐÏÔÏÍÕ œ ÇÏÍÏÔÏÐÅÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Œ X. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß_m(X) → ß_m(Y ), ÉÎÄÕÃÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ X → Y , ÜÐÉÍÏÒÆÎÏ ÐÒÉ m ⩽ n.

åÓÌÉ œ : S^m → X ÌÅÖÉÔ Œ ÑÄÒÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ß_m(X) → ß_m(Y ), ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G : D^{m+1} → Y , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ G_{|S}m = œ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ Ï ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ D^{m+1 G}−→ Y → Y =X = D^{n+1}=S^n = S^{n+1} ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ m ¡ n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Œ X, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ œ = 0 Œ ß_m(X). úÎÁÞÉÔ, ß_m(X) = ß_m(Y ) ÐÒÉ m ¡ n. åÓÌÉ ÖÅ m = n, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^{n+1 G}−→ Y → Y =X = D^{n+1}=S^n = S^{n+1} ÉÍÅÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y ∈ Int(D^{n+1}). íÎÏÖÅÓÔŒÏ G^{−1}(y) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ D^{n+1}, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ. ðÕÓÔØ G^{−1}(y) = { x_1; : : :; x_k }. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G ÇÌÁÄËÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË x_i, Á ÅÇÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ñËÏÂÉ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ÛÁÒÉËÁ D(x_i) ⊂ D^{n+1} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ x_i, É ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ ÛÁÒÉËÁ D(y) ⊂ D^{n+1} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ y, Á G(D^{n+1} \ ∪D(x_i)) ⊂ Y \ D(y). òÁÓÔÑÇÉŒÁÑ ÛÁÒ D(y) ÎÁ ŒÅÓØ D^{n+1} ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ G(D^{n+1} \∪D(x_i)) ⊂ X, Á G_{|@D(xi)} = f ∘’_i, ÇÄÅ ’_i : @D(x_i) → S^n | ÇÏÍÅÏÍÏÆÒÉÚÍ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ D(x_i) ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÛÁÒÙ D(x_i) ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÕÔÑÍÉ ff^i : I → D^{n+1} Ó ÔÏÞËÏÊ x_0 sin S^n ⊂ D^{n+1} É ĂÓÏÖÍÅÍĄ ÛÁÒ D^{n+1} ÎÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÛÁÒÏŒ D(x_i) É ÐÕÔÅÊ ff^i. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÏÍÏÔÏÐÉÀ ÓÆÅÒÏÉÄÁ œ É ÓÆÅÒÏÉÄÁ ∏ ff^i_#(f ∘ ’_i). îÏ ’_i | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ f ∘ ’_i = f, ÌÉÂÏ f ∘ ’_i = f^{−1} Œ ÇÒÕÐÐÅ ß_n(X) (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ’_i ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÉÌÉ ÎÅÔ. ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ œ = ∏ ff^i_#f^{±1} É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.2. åÓÌÉ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ß_n(X) = ß_n(sk_{n+1}X).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: X ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ sk_{n+1}X ÐÒÉËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n + 2, n + 3, . . . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2.3. ðÒÉ n ¿ 1 ÉÍÅÅÍ ß_n(∨_{ff∈A}S^n) = ⊕_{ff∈A}Zf_ff ÐÒÉ n ¿ 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ß_n(∨_{ff∈A}S^n) = ß_n(sk_{n+1}( ∏ ff∈A S^n)) = ß_n( ∏ ff∈A S^n) = ⊕_{ff∈A}ß_n(S^n) = ⊕_{ff∈A}Zf_ff. □

ìÅÍÍÁ 2.4. ß_1(∨_{ff∈A}S^1) = F ({ f_ff }) | ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ { f_ff }_{ff∈A}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ F ({ f_ff }), Á ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ | ÐÁÒÁÍÉ (g; ff), ÇÄÅ g ∈ F ({ f_ff }) (ËÌÅÔËÁ e^1_{(g;ff)} ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ËÌÅÔËÉ e^0_g É e^0_{gfff} ). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ F ({ f_ff }) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ X (ÜÌÅÍÅÎÔ g ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ e^0_g′_{;ff} Œ e^0_{gg}′ , Á e^1_g′_{;ff} Œ e^1_{gg}′_{;ff}), ÐÒÉÞÅÍ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ X=F ({ f_ff }) ∼= ∨_{ff∈A}S^1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÞÔÏ X ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ (ÎÁÚÏŒÅÍ ĂŒÙÓÏÔÏÊĄ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÚÁÐÉÓÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐÐÙ É ÓÔÑÎÅÍ ÎÁ k-ÏÍ ÛÁÇÅ ŒÓÅ 1-ÍÅÒÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ŒÙÓÏÔÙ k). ðÏÜÔÏÍÕ ß_1(∨_{ff∈A}S^1) = F ({ f_ff }). □

ðÕÓÔØ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÚ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 1 ÄÏ n − 1 É Ó ÏÄÎÏÊ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ. ôÏÇÄÁ sk_n(X) = ∨_{ff∈C}X_n S^n É ß_n(sk_nX) ÅÓÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ (ÁÂÅÌÅŒÁ ÐÒÉ n ¿ 1) ÇÒÕÐÐÁ. œÓÑËÏÊ (n + 1)-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÅ fi Œ X ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ’_fi ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Ø_{fi |S}n : S^n → sk_nX.

ôÅÏÒÅÍÁ 2.5. çÒÕÐÐÁ ß_n(X) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÅ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ (ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÐÒÉ n ¿ 1) ÇÒÕÐÐÙ Ó ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ C^X_n ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ’_fi.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÐÒÉËÌÅÉŒÁÎÉÅ ËÌÅÔËÉ e^{n+1}_fi ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ ß_n ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ { ff_#(’_fi ) }_{|ff∈ß1} . ðÒÉ n = 1 ÉÍÅÅÍ ff_#(’_fi ) = fffiff^{−1}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ’_fi, Á ÐÒÉ n ¿ 1 ÉÍÅÅÍ ß_1 = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ’_fi, (ËÏÔÏÒÁÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ ß_n). □

þÁÓÔØ 3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K(ß; n)

ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ X | ÓŒÑÚÎÏÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á ß = ß_n(X) | ÅÇÏ ÍÌÁÄÛÁÑ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X^{(n)} É ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÏÔÏÂÁÒÖÅÎÉÅ p : X → X^{(n)}, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ p_∗ : ß = ß_n(X) → ß_n(X^{(n)}) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, É ß_m(X^{(n)}) = 0ÐÒÉ m ≠ n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ ÇÒÕÐÐÅ ß_{n+1}(X) É ĂÚÁËÌÅÉÍĄ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ (n + 2)-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ. äÁÌÅÅ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ Œ ÇÒÕÐÐÅ ß_{n+2} ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÚÁËÌÅÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ (n + 3)-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. □ ôÅÏÒÅÍÁ 3.2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ⩾ 1 É ÇÒÕÐÐÙ ß (ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÐÒÉ n ¿ 1) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X Ó ß_n(X) = ß É ß_m(X) = 0 ÐÒÉ m ≠ n. ôÁËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ŒÙÂÒÁŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ ß ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÏÓÔÒÏÉÍ sk_{n+1}X ÐÒÉËÌÅÉŒÁÑ Ë ÂÕËÅÔÕ ÓÆÅÒ ∨S^n, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ, ÓÆÅÒÙ S^{n+1} Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ- ÑÍÉ, Á ÚÁÔÅÍ, ÚÁËÌÅÉŒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÅ ŒÙÓÛÉÅ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ X.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X É Y | ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. œÎÁÞÁÌÅ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÎÁÓÔŒÏ X^′ É ÇÏÍÏ- ÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ f : X → X^′, ÔÁË ÞÔÏ sk_nX^′ | ÂÕËÅÔ n-ÍÅÒÎÙÈ ÓÆÅÒ. ëÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÆÅÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ß_n(X) = ß = ß_n(Y ). ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÑ ÅÇÏ ÓÆÅÒÏÉÄÏÍ Œ Y , ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_n : sk_nX^′ → Y . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_m : sk_mX^′ ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ¿ n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÉ e^m_ff ⊂ X^′ Ó m ¿ n ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_ff = f_{m−1} ∘ Ø_{ff|S}m−1 : S^{m−1} → Y ÇÏ- ÍÏÔÏÐÎÏ ÎÕÌÀ. äÌÑ m = n + 1 ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ’_ff ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ß = ß_n(Y ), Á ÄÌÑ m ¿ n + 1 | ÔÁË ËÁË ß_{m−1}(Y ) = 0. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f_m ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X^′ → Y , ËÏÍÐÏÎÉÒÕÑ ËÏÔÏÒÏÅ Ó f ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. □ ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X Ó ß_n(X) = ß É ß_m(X) = 0 ÐÒÉ m ≠ n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÔÉÐÁ K(ß; n) (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ K(ß; n)).

þÁÓÔØ 4. ôÅÏÒÅÍÁ çÕÒÅŒÉÞÁ

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ŒÓÑËÏÍÕ ÓÆÅÒÏÉÄÕ œ : S^n → X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œ_∗ : H_n(S^n) → H_n(X) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ h(œ) ÏÂÒÁÚ 1 ∈ Z∼= H_n(S^n) Œ H_n(X). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ çÕÒÅŒÉÞÁ. ìÅÍÍÁ 4.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : ß_n(X) → H_n(X) | ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ÇÏÍÏÔÏÐÉÉ | ÅÓÌÉ œ ∼ œ^′, ÔÏ œ_∗ = œ^′_∗. þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÏÓÔØ h, ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S^n → S^n ∨ S^n (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ÇÒÕÐÐÏŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ Œ ß_n) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ 1 ∈ Z= H_n(S^n) Œ (1; 1) ∈ Z⊕ Z= H_n(S^n ∨ S^n), ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. □ ìÅÍÍÁ 4.2. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ çÕÒÅŒÉÞÁ h : ß_n(S^n) → H_n(S^n) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: h ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ß_n(S^n) (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÆÅÒÏÉÄ) Œ 1 ∈ H_n(S^n). □ ìÅÍÍÁ 4.3. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ çÕÒÅŒÉÞÁ h ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ h ∘ f_∗ = f_∗ ∘ h ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ f : X → Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: h(f_∗(œ)) = h(f ∘ œ) = (f ∘ œ)_∗(1) = f_∗(œ_∗(1)) = f_∗(h(œ)). □ ôÅÏÒÅÍÁ 4.4. åÓÌÉ ß_m(X) = 0 ÐÒÉ m ¡ n, ÔÏ h ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ß_n(X) ∼= H_n(X) ÐÒÉ n ¿ 1 É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ß_1(X)=[ß_1(X); ß_1(X)] ∼= H_1(X) ÐÒÉ n = 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ X | ËÌÅÔÏÞÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ X ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÌÅÔÏË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 1 ÄÏ n − 1. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ß_n(X) ÞÅÒÅÚ ËÌÅÔÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ H_n(X) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ, É ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÏÓÔØÀ h ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ. □