úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Ë 10 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2004 Ç.

1. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É Y ⊂ X. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Y | ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Y , Á Int(Y ) | ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ Y .

2. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) Y ⊂ X | ÚÁÍËÎÕÔÏ ⇐⇒ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ; b) Y = Y ∪ { ŒÓÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ Y }.

3. çÒÁÎÉÃÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ⊂ X ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË @Y = Y \ Int(Y ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) @Y = X \ (Int(Y ) ∪ Int(X \ Y )); b) @Y = Y ∩ X \ Y ; c) Y = Y ∪ @Y ; d) Int(Y ) = Y \ @Y ; e) @Y | ÚÁÍËÎÕÔÁ; f) @D^n = S^{n−1}.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ËÌÁÓÓ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X ⇐⇒ ∀U; V ∈ B, ∀x ∈ U ∩ V ∃W ∈ B, ÔÁË ÞÔÏ x ∈ W ⊂ U ∩ V ;

b) ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X.

5. ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á Y → Y^c | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÎÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ ëÕ- ÒÁÔÏŒÓËÏÇÏ: ∅^c = ∅, Y ⊂ Y^c, Y^{cc} = Y^c É (Y_1 ∪ Y_2)^c = Y^c_1 ∪ Y^c_2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z Œ X, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Z^c = Z ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X, Á Y^c = Y Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ⇐⇒ a) ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁÍËÎÕÔ; b) ÐÒÏÏÂÒÁÚ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÂÁÚÙ ÏÔËÒÙÔ; c) ∀x ∈ X ÐÒÏÏÂÒÁÚ ŒÓÑËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ f(x) ÏÔËÒÙÔ;

d) ∀x ∈ X É ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ V ∋ f(x) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ U ∋ x, ÔÁË ÞÔÏ f(U ) ⊂ V ; e) f(Y ) ⊂ f(Y ); f) f^{−1}(Y ) ⊂ f^{−1}(Y ).

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓŒÑÚÎÏ; b) ÏÂÒÁÚ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓŒÑÚÅÎ; c) ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÓÔØ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ (ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ); d) ÓŒÑÚÎÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X= ∼ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ă∼Ą ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ, ÔÏ ÅÇÏ ÇÒÁÆÉË `(∼) = { (x_1; x_2) ∈ X × X | x_1 ∼ x_2 } ÚÁÍËÎÕÔ Œ X × X.

9. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ { X_ff }_{ff∈A} | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ∏ ff∈A X_ff ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ { U_fi × ∏ ff≠fi Xff } fi∈A;U_fi ⊂X_fi , ÇÄÅ U_fi | ÏÔËÒÙÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÞÔÏ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ; b) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏ; c) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÓŒÑÚÎÏ;

d^∗) (ÔÅÏÒÅÍÁ ôÉÈÏÎÏŒÁ) ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÐÁËÔÏŒ | ËÏÍÐÁËÔ.

10. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ. ðÕÓÔØ (X_ff; f_{fiff}), ff; fi ∈ A | ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (Ô.Å. A | ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á f_{fiff} : X_fi → X_ff | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff ¡ fi ∈ A, ÔÁË ÞÔÏ f_{fiff} ∘ f_{flfi} = f_{flff} ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff ¡ fi ¡ fl ∈ A). ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÍ ÐÒÅÄÅÌÅ lim_{←−}X_ff = { (x_ff) | ∀ff ¡ fi f_{fiff}(x_fi) = x_ff } ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÂÁÚÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ { (x_ff) ∈ lim_{←−}X_ff | x_fi ∈ U_fi }, ÇÄÅ U_fi | ÏÔËÒÙÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÁ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ lim_{←−}X_ff → ∏ ff X_ff;

b) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ^Z= lim_{←−} Z=nZÉ Z_p = lim_{←−} Z=p^nZŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙ, ÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙ;

c) ^Z∼= ∏ p Z_p.

1

2 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) C( ⨆ ff X_ff; Y ) ∼= ∏ ff C(X_ff; Y ); b) C(Y; ∏ ff X_ff) ∼= ∏ ff C(Y; X_ff);

c) C(X=A; Y ) = { f ∈ C(X; Y ) | f(A) | ÔÏÞËÁ }; d) C(X ∪_’ Y; Z) = { (f; g) ∈ C(X; Z) × C(Y; Z) | f_{|A} = g ∘ ’ }; e) C(X × Y; Z) ∼= C(X; C(Y; Z)); f) C_b(˚X; Y ) = C_b(X; ˙Y ).

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) C^n ∼= R^{2n}, H^n ∼= R^{4n}; b) RP^1 ∼= S^1, C P^1 ∼= S^2, HP^1 ∼= S^4; c) RP^n ∼= S^n={ ±1 }, C P^n ∼= S^{2n+1}=U (1), HP^n ∼= S^{4n+3}=Sp(1); d) RP^n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ D^n ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉÃÙ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) Gr(k; n) ∼= Gr(n − k; n), Gr_+(k; n) ∼= Gr_+(n − k; n); b) Gr(1; n) ∼= RP^{n−1}, Gr_+(1; n) ∼= S^{n−1}.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ Gr(k; n) → RP(^{nk})^{−1}, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÍÁÔÒÉÃÅ k × n ÅÅ ÍÉÎÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ k, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅÍ; b) Gr(2; 4) ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ RP^5 ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ ¸_{12}¸_{34}−¸_{13}¸_{24}+¸_{14}¸_{23} = 0; c) ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Gr_+(k; n) → S(^{nk})^{−1}.

5. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Fl(k_1; : : :; k_r; n) ∼= Fl(n − k_r; : : : ; n − k_1; n).

b) úÁÄÁÊÔÅ Fl(1; n − 1; n) ⊂ Gr(1; n) × Gr(n − 1; n) ∼= RP^{n−1} × RP^{n−1} ÑŒÎÙÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅÍ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) SO(2) ∼= S^1; b) SO(3) ∼= RP^3; c) U (1) ∼= S^1; d) SU (2) ∼= S^3; e) Sp(1) ∼= S^3.

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) V (n; n) ∼= O(n), V (n; n − 1) ∼= SO(n); b) C V (n; n) ∼= U (n), C V (n; n − 1) ∼= SU (n); c) HV (n; n) ∼= Sp(n); d) V (1; n) ∼= S^{n−1}, C V (1; n) ∼= S^{2n−1}, HV (1; n) ∼= S^{4n−1}.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) S^{n−1} ∼= O(n)=O(n−1) ∼=SO(n)=SO(n−1), S^{2n−1} ∼= U (n)=U (n−1) ∼=SU (n)=SU (n−1), S^{4n−1} ∼= Sp(n)=Sp(n−1); b) Gr(k; n) ∼= O(n)=(O(k)×O(n−k)), C Gr(k; n) ∼= U (n)=(U (k)×U (n−k)), HGr(k; n) ∼= Sp(n)=(Sp(k)×Sp(n−k)); c) Gr_+(k; n) ∼= SO(n)=(SO(k) × SO(n − k));

d) Fl(k_1; : : : ; k_r; n) ∼= O(n)=(O(k_1) × O(k_2 − k_1) × · · · × O(k_r − k_{r−1}) × O(n − k_r)); e) C Fl(1; : : : ; n − 1; n) ∼= U (n)=(U (1) × · · · × U (1));

f) V (k; n)=O(k) ∼=Gr(k; n), C V (k; n)=U (k) ∼=C Gr(k; n), HV (k; n)=Sp(k) ∼=HGr(k; n), V (k; n)=SO(k) ∼= Gr_+(k; n).

9. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÙ Œ ÐÁÒÙ É ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÓÔÒÅÌËÁÍÉ. ïÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÑÑ ÉÈ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅÍ ÓÔÒÅÌÏË, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ a) ËÏÌØÃÏ (ÓÆÅÒÁ Ó ÄŒÕÍÑ ÄÙÒËÁÍÉ); b) ÌÅÎÔÁ íÅÂÉÕÓÁ; c) ÔÏÒ; d) ÂÕÔÙÌËÁ ëÌÅÊÎÁ; e) ÐÒÏÅËÔÉŒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ; f) ËÒÅÎÄÅÌØ (ÓÆÅÒÁ Ó ÄŒÕÍÑ ÒÕÞËÁÍÉ):

a) 1 � 1 � b) 1 � 1 � c) 1 � 1 �

2 �

2 � d) 1 � 1 �

2 �

2 � e) 1 � 1 �

2 �

2 � f) 1� � 2 � 1 � � � 4 � 3 � � � 4 � 3� � 2 �

10. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÓËÌÅÉŒÁÎÉÅÍ ÉÚ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.

11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (a_1; 0; 0; : : :), (0; a_2; 0; : : :), . . . , (: : : ; 0; a_n; 0; : : :), . . . ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ R^∞ ⇐⇒ a_k = 0 ÐÒÉ k ≫ 1; b) ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ Œ S^∞, D^∞, I^∞, ´^∞ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó R^∞. c) ëÏÍÐÁËÔÎÙ ÌÉ S^∞, D^∞, I^∞ É ´^∞?

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) Gr_+(2; 4) ∼= S^2 × S^2; b) SO(4) ∼= S^3 × SO(3).

13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) CS^n ∼= D^{n+1}; b) ˚S^n ∼= D^{n+1}; c) ÅÓÌÉ f : S^n → RP^n | ÐÒÏÅËÃÉÑ, ÔÏ Con(f) ∼= RP^{n+1}.

14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) S^m #S^n ∼= S^{m+n} ; b) ˚X ∼= X#S^1.

15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) X_1 ∼ X_2 ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ff : ß(X_1; −) → ß(X_2; −), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ff_Y : ß(X_1; Y ) → ß(X_2; Y ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ Y , ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ f ∈ C(Y; Z) ÉÍÅÅÍ f_∗ ∘ ff_Y = ff_Z ∘ f_∗ : ß(X_1; Y ) → ß(X_2; Z), ÇÄÅ f_∗ : ß(X_i; Y ) → ß(X_i; Z) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ Ó f; b) X_1 ∼ X_2 ⇐⇒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ fi : ß(−; X_1) → ß(−; X_2).

16. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏÓÔØ a) ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n; b) ÓÆÅÒÙ S^∞; c) ËÏÎÕÓÁ CX; d) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÕÔÅÊ E(X; x_0).

17. ðÕÓÔØ X ∼ Y , Z ∼ W É f ∈ ß(X; Z). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ˚X ∼ ˚Y ; b) X × Z ∼ Y × W ; c) EX ∼ EY , ˙X ∼ ˙Y ; d) C(X; Z) ∼ C(Y; W ); e) Cyl(f) ∼ Z.