úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Ë 8 ÏËÔÑÂÒÑ 2004 Ç.

1. ëÏÍÐÌÅËÓ C^• ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÍ ÉÌÉ ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, ÅÓÌÉ H^i(C^•) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ëÏÍÐÌÅËÓ 0 → A → 0 ÔÏÞÅÎ ⇐⇒ A = 0.

b) ëÏÍÐÌÅËÓ 0 → A^f−→ B → 0 ÔÏÞÅÎ ⇐⇒ f | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

c) ëÏÍÐÌÅËÓ 0 → A^f−→ B^g−→ C → 0 ÔÏÞÅÎ ⇐⇒ f | ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍ, g | ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ É C = B=A. ôÁËÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÂÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ ÔÒÏÊËÁÍÉ ÉÌÉ ËÏÒÏÔËÉÍÉ ÔÏÞÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÇÏÍÏÔÏÐÉÑ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ; b) ÅÓÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓ C^• ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ Id_C• ∼ 0), ÔÏ ÏÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ;

c) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÁ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÈ ÎÕÌÀ | ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÏŒ ËÏÍÐÌÅËÓÁ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÃÉËÌÉÞÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ (ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ) ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Œ ÓÅÂÑ ÇÏÍÏÔÏÐÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍÕ).

4. ðÕÓÔØ (C; @) | ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓ C^∗ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (C^∗)^n = Hom(C_n; Z), (ffi^nc)(a) = c(@_{n+1}a). a) ðÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÜÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÄÏ ÆÕÎËÔÏÒÁ (ÆÕÎËÔÏÒ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ).

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÔÏÒ ÄÕÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ ÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÏÍÐÌÅËÓÏŒ Œ ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÅ. c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ, ÔÏ É C^∗ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍ.

d) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C ÁÃÉËÌÉÞÅÎ É ÓŒÏÂÏÄÅÎ, ÔÏ É C^∗ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ É ÓŒÏÂÏÄÅÎ. e) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÁÃÉËÌÉÞÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ C, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ C^∗ ÎÅ ÁÃÉËÌÉÞÅÎ.

5. ðÕÓÔØ A → B → C → 0 | ÔÏÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0 → Hom(C; Z) → Hom(B; Z) → Hom(A; Z) | ÔÏÞÎÁ.

6. çÏÍÏÌÏÇÉÉ H^{sing}_n (X) = Ker @_n= Im @_{n+1} ËÏÍÐÌÅËÓÁ (C_n(X); @_n) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ X → H^{sing}_n (X), (X^f−→ Y ) → (H^{sing}_n (X)^{f∗}−→ H^{sing}_n (Y )) | ËÏŒÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ; b) ÅÓÌÉ f ∼ g, ÔÏ f_∗ = g_∗;

c) H^{sing}_n (∗) = 0 ÐÒÉ n ≠ 0 É H^{sing}_0 (∗) = Z;

d) ÅÓÌÉ f : X → Y | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, ÔÏ f_∗ : H^{sing}_n (X) → H^{sing}_n (Y ) | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ; e) ÅÓÌÉ X | ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÏ, ÔÏ H^{sing}_n (X) = 0 ÐÒÉ n ≠ 0 É H^{sing}_0 (X) = Z; f) H^{sing}_n ( ⨆ ff∈A X_ff) = ⊕_{ff∈A}H^{sing}_n (X_ff);

g) ÅÓÌÉ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÔÏ H^{sing}_0 (X) ∼= Z;

h) H^0_{sing}(X) = ⊕Z| ÓÕÍÍÁ ÐÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

7. ðÕÓÔØ f : X → ∗ | ÐÒÏÅËÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ f_∗ : H^{sing}_n (X) → H^{sing}_n (∗) = Z| ÓÀÒSSÅËÃÉÑ. åÅ ÑÄÒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÇÏÍÏÌÏÇÉÑÍÉ ~H^{sing}_n (X) = Ker f_∗.

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ X ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ a) H^{sing}_n (X) ∼= ~H^{sing}_n (X) ⊕ H^{sing}_n (∗); b) H^n_{sing}(X) ∼= ~H^n_{sing}(X) ⊕ H^n_{sing}(∗);

c) ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ Œ X.