îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 4

ðÒÉÍÅÒÙ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

á4⋄1 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ). îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; Â) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; Œ) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 10 ÏÔ 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; Ç) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ 3 ÏÔ 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

á4⋄2. ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ⊂ k[t] ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÅÊ d = 0; 1; : : : ; m. óÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ m ?

á4⋄3 (ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). äÁÎÏ m + 1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_i ∈ k.

ðÏÓÔÒÏÊÔÅ m + 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_i ∈ k[t] ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ m, ÔÁË ÞÔÏÂÙ f_i(a_j) = ffi_{ij}. óÏÓÔÁŒÑÔ ÌÉ f_i ÂÁÚÉÓ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_m ⊂ k[t] ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ m ? óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Œ V_m ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ b_i Œ a_i ? ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÑŒÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

á4⋄4 (ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÑ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ ÕÚÌÁÍÉ). äÁÎÏ n ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË a_i ∈k, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÄÁÎÏ m_i ÞÉÓÅÌ b^{(0)}_i ; b^{(1)}_i ; : : : ; b^{(mi −1)}_i , ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅÇÏ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ∑ m_i = m + 1. óËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ m, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f É ÅÇÏ ÐÅÒŒÙÅ m_i − 1 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ f^{(j)} ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ b^{(j)}_i Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ a_i?

á4⋄5. ëÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ R[x] ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ (3 − 2i)∈C? á Œ ÐÒÏÚŒÏÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ k ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ z_˚ ∈ C \ R ?

á4⋄6 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ). õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V^M ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ M ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÈ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ). ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É V = k |ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÌÅ; ÎÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ V^M É ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Œ ÎÅÍ ËÁËÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ.

á4⋄7. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÎÁÂÏÒÏŒ ÆÕÎËÃÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ?

Á) {1; sin x; cos x; : : : ; sin nx; cos nx} É {1; sin x; sin^2x; · · · ; sin^m x} ÎÁ [0; 2ß] ; Â) {e^{˘1z} ; : : : ; e^{˘mz}} É {x^{˘1} ; : : : ; x^{˘m} } ÎÁ R ( ˘_1; ˘_2; : : : ; ˘_m ∈ R | ÒÁÚÎÙÅ ÞÉÓÌÁ); Œ) {x; x^2; : : : ; x^{p+1}} É {x^p ; x^{p2} ; · · · ; x^{pp} } ÎÁ Z=pZ á4⋄8 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ). óÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ Z=2Z ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ X + Y^{def}= (X∪Y )\(X∩Y ) , 1·X^{def}= X , É 0·X^{def}= ∅ ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ Œ Î-ÅÍ ÂÁÚÉÓ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ M). âÕÄÅÔ ÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ {X_1; X_2; : : : ; X_n} ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, ÅÓÌÉ Á) X_i ⊄ ⋃ ˚≠i

X_˚ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; n ; Â) X_1 ⊄ X_2 ⊄ · · · ⊄ X_n:

á4⋄9 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q. ëÏÎÅÞÎÁ ÌÉ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ? âÕÄÕÔ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Q ŒÅËÔÏÒÙ: Á) √ 2, √ 3 É √ 7 ? Â^*) p^{m1=n1}_1 , . . . , p^{ms=ns}s , ÇÄÅ p_i; n_i; m_i ∈ N, p_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÐÒÏÓÔÙ, É ÎÏÄ(n_i; m_i) = 1 ∀ i ?

á4⋄10 (ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ). ðÕÓÔØ V | d-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óËÏÌØËÏ ŒÓÅÇÏ Œ V ÒÁÚÎÙÈ: Á) ŒÅËÔÏÒÏŒ; Â) ÂÁÚÉÓÏŒ;

Œ) ÎÁÂÏŒ ÉÚ k ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ; Ç) k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ? á4⋄11. œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ? á4⋄12. ðÕÓÔØ k ⊂ K | ÄŒÁ ÐÏÌÑ, É K | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ k.

ìÀÂÏÊ ÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ k[x] ? á4⋄13. ðÕÓÔØ f ∈ k[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, deg f = n, ff ∈ K | ËÏÒÅÎØ f Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ K ⊃ k, É k(ff) ⊂ K { ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k É ff. îÁÊÄÉÔÅ dim_k k(ff).