îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 5

çÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

á5⋄1. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ {f_1; f_2; : : : ; f_n} ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ- ÍÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÌÅ k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ n ÔÏÞÅË t_1; t_2; : : : ; t_n ∈ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ det(f_i(t_j )) ≠ 0?

á5⋄2. îÁÊÄÉÔÅ ÚÎÁËÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË (n; (n − 1); : : : ; 2; 1) É ( i_1; i_2; : : : ; i_m ; j_1; j_2; : : : ; j_{n−m} ), ÇÄÅ i_1; i_2; : : : ; i_m É j_1; j_2; : : : ; j_{n−m} | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

á5⋄3. þÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : ; n^2 ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÒÇÁÎÉÚÕÀÔÓÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ.

á5⋄4. œÙÞÉÓÌÉÔÅ: Á) det (¸_i˛_j )_{1⩽i;j⩽n}; Â) det (cos(¸_i − ˛_j))_{1⩽i;j⩽n}; Œ) det (1 − ‹_{ij})_{1⩽i;j⩽n};

Ç) det � ¸^i_j � 0⩽i⩽(n−1) ; 1⩽j⩽n; Ä

*) det ((i + j − 1)^{−1})_{1⩽i;j⩽n}; Å^*) det � ¸^{j−i−1 (mod n)} � 0⩽i⩽(n−1) ; 1⩽j⩽n.

á5⋄5^* (ÃÉÒËÕÌÑÎÔ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÙÍÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÒÏËÉ (¸_0; ¸_1; : : : ; ¸_n), ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁ f(x) = ¸_0x^n + ¸_1x^{n−1} + · · · + ¸_{n−1}x + ¸_n ÎÁ ËÏÒÎÑÈ (n + 1)-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

á5⋄6 (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ

�_n k � ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ I = {i_1; i_2; : : : ; i_k} ⊂ {1; 2; : : : ; n} É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÊ n×n-ÍÁÔÒÉÃÅ A ËŒÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A_k ÒÁÚÍÅÒÁ

�_n k � × �_n k � , ÜÌÅÍÅÎ- ÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ a_{IJ} ÓÕÔØ k×k-ÍÉÎÏÒÙ A, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÅ Œ ÓÔÒÏËÁÈ I = {i_1; i_2; : : : ; i_k} É ÓÔÏÌÂÃÁÈ J = {j_1; j_2; : : : ; j_k}. ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÝč ÏÄÎÕ

�_n k � × �_n k � -ÍÁÔÒÉÃÕ ^A_k, Œ IJ-ÔÏÊ ËÌÅÔËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ Ë a_{IJ} ÍÉÎÏÒ Á_{bI bJ} ÐÏÒÑÄËÁ (n − k) × (n − k), ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ (−1)^{P i˚ +P j˚} . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A_k · ^A^t_k = ^A^t_k · A_k = det(A) · E.

á5⋄7. œÙÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^{@k det(A)}_{@ai1j1 @ai2j2 :::@aik jk} .

á5⋄8. þÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x^ky^{n−k} Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ det(xA + yB), ÇÄÅ A, B ÓÕÔØ n × n- ÍÁÔÒÉÃÙ, Á x, y | ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ.

á5⋄9. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÎÁÄ Z?

á5⋄10. ïÐÉÛÉÔÅ ÃÅÎÔÒ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, Ô. Å. ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ, ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.

á5⋄11. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ 1 + 1 ≠ 0, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÉÄÕ 1∧_2+_3∧_4+ · · · (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ŒÓÅÇÄÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).

á5⋄12. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ! ÏÔ ÞÅÔÙÒčÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ, ËÏÇÄÁ ! ∧ ! = 0.

á5⋄13 (ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ðÌÀËËÅÒÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_{ij} 2 × 2-ÍÉÎÏÒ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ i-ÔÏÍ É j-ÔÏÍ ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÚÁÄÁÎÎÏÊ 2 × 4-ÍÁÔÒÉÃÙ A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 6 ŒÅÌÉÞÉÎ A_{ij} ÓŒÑÚÁÎÙ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ 2 × 4-ÍÁÔÒÉÃÁ Ó 2 × 2 ÍÉÎÏÒÁÍÉ:

Á) { 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 } ? Â) { 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 } ?

á5⋄14 (ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÓÓÍÁÎÏŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ! ÞčÔ- ÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÇÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ e^{! def}= 1 + ! É ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÍ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ e^{P !i} = � e^{!i} Ó ÃÅÌØÀ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~^{even f→ef} � ~. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ e^f ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ f ∈ ~^{even} ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ f Œ ÓÕÍÍÕ f = � !_i, ÎÉ ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ � e^{!i} ?

Â) ÎÁÛÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ É ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ?

Œ) ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ e^f = � k⩾0 1 k! k � � � f ∧ f ∧ · · · ∧ f ?