îíõ, ÏÓÅÎØ 2005. áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ËÕÒÓ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ. ÚÁÄÁÎÉÅ Ć 7^1_2 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ)

òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ

á7^1_2 ⋄1^∘ (ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ É f ∈ k[x]. ðÏÌÅ K_f ⊃ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, ÅÓÌÉ f ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ K_f [x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ⊃ k, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ f ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÌÏÖÅÎÉÅ K_f^⊂ � K, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏ- ÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÎÁ k ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.

ôÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ K ⊃ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ dim_k K ¡ ∞, É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓ- ÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ k[x]. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ŒÉÄÁ K = k[x]=(f) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ, É ËÌÁÓÓ # = x (mod f) ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏÌÑ K ÎÁÄ k. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K ⊃ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ k[x], ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÅÎØ Œ K, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ K[x] ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÄ k ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÏ- ÌÑ k. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ çÁÌÕÁ.

á7^1_2 ⋄2^∘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÐÏÌÎÏÊ ÍÕÌØÔÉ- ÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÌÑ F_pn .

á7^1_2 ⋄3. œÓÑËÏÅ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Á) ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ Â) ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÓŒÏÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÄÐÏÌÑ?

á7^1_2 ⋄4. ëÁËÏŒ ÐÏÒÑÄÏË ÇÒÕÐÐÙ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F_pn ? ðÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÁŒÔÏ- ÍÏÍÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ?

á7^1_2 ⋄5. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÅÊ. âÙŒÁÀÔ ÌÉ ÎÅÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Õ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ?

á7^1_2 ⋄6. õËÁÖÉÔÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÅ ÎÁÄ Q ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÌÑ ÐÏÌÅÊ Q( √ 2; √ 3) É Q( √ 2;^3 √ 2). á7^1_2 ⋄7 (ÌÅÍÍÁ Ï ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ). ðÕÓÔØ ÐÏÌÅ k ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á ÐÏÌÅ K ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ k ÄŒÕÍÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ff, fi, ÐÒÉÞčÍ ff ÓÅÐÁÒÁÂÅÌÅÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ff + tfi ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ t∈k ÐÒÉÍÉÔÉŒÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏÌÑ K ÎÁÄ k.

á7^1_2 ⋄8. îÏÒÍÁÌØÎÙ ÌÉ ÎÁÄ Q ÐÏÌÑ Á) Q( √ 2 + √ 3) Â) Q(^3 √ 2). á7^1_2 ⋄9. îÏÒÍÁÌØÎÏ ÌÉ ÎÁÄ k ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÉÚ k[x]? á7^1_2 ⋄10. œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÐÏÌÅÊ K ⊃ F ⊃ k ÐÏÌÅ K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÁÄ k. îÏÒÍÁÌØÎÏ ÌÉ K ÎÁÄ F ? á7^1_2 ⋄11. ðÕÓÔØ G { ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ K. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Åč ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ K^{G def}= {#∈K | g# = # ∀ g ∈G } ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ. îÏÒÍÁÌØÎÏ ÌÉ K ÎÁÄ K^G ?

á7^1_2 ⋄12 (ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ). ðÕÓÔØ K ⊃ k | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ, É G | ÇÒÕÐÐÁ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÐÏÌÑ K, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÁ k. íÏÖÅÔ ÌÉ |G| ÐÒÅŒÙÛÁÔØ dim_k K ? ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÀ ÕÓÌÏŒÉÑ: Á) k = K^G Â) |G| = dim_k K Œ) K ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÁÄ k ?

á7^1_2 ⋄13 (ÃÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ). üÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ⊃ Q, ÃÅÌÙÅ ÎÁÄ Z, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ÃÅÌÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ Z- ÍÏÄÕÌÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ;

Â) ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ËÒÁÔÎÏÅ ÌÀÂÏÇÏ a ∈ K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ; Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ Q, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

á7^1_2 ⋄14. ïÐÉÛÉÔÅ ËÏÌØÃÁ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÌÑÈ:

Á) Q[ √ 2] Â) Q[ √ 3] Œ) Q[ √ 5] Ç) Q[ √ −1] Ä) Q[ √ −3] Å) Q[ √ −5]