§1. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ËÏÌØÃÁ É ÐÏÌÑ.

1.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÉ

F × F � F :

ÓÌÏÖÅÎÉÅ (a; b) −→ a + b É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (a; b) −→ ab ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) ÁËÓÉÏÍÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + b = b + a ∀ a; b∈F Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ (ÓÏÞÅÔÁÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a + (b + c) = (a + b) + c ∀ a; b; c∈F Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÎÕÌÑ): ∃ 0∈F : a = 0 = a ∀ a∈F Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ: ∀ a∈F ∃ (−a)∈F : a + (−a) = 0

2) ÁËÓÉÏÍÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ

Á) ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ: ab = ba ∀ a; b∈F Â) ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: a(bc) = (ab)c ∀ a; b; c∈F Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÅÄÉÎÉÃÙ): ∃ 1∈F : a · 1 = a ∀ a∈F Ç) ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ: ∀ a∈F; a ≠ 0 ∃ a^{−1}∈F : a · a^{−1} = 1

3) ÁËÓÉÏÍÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ (ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÚÁËÏÎ): a(b + c) = ab + ac ∀ a; b∈F

4) ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ: 0 ≠ 1

üÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÌÑÈ Q É R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A Ó ÏÄÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ A × A � A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÞÅÔÙÒčÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, É ÐÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÅ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F^∗ ŒÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÅÇÕÌÉÒÕÀÔ ŒÚÁÊÍÏÄÅÊÓÔŒÉÅ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ Á ≠ 0 Œ ÁËÓÉÏÍÅ 2Ç ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, Ô. Ë. ÎÕÌØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 0 ≠ 1 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÀ F ≠ {0}.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ K Ó ÄŒÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍÉ ŒÓÅÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÁË- ÓÉÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. åÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ ÉÍÅÅÔÓÑ 1 ≠ 0, ÔÏ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. œÁÖÎÅÊÛÉÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ËÏÌØÃÁ ÏÔ ÐÏÌÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÌØÃÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ Z É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. þčÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 2 Z ⊂ Z ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÌØÃÁ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ãÅÌÙÊ ÒÑÄ ÐÒÉŒÙÞÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÁËÓÉÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ÎÕÌØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÅÎ, É ÅÄÉÎÉÃÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏÖÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÊ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (−a), a^{−1} ŒÓÅÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ a ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ), Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ 0 · Á = 0, É (−1) · a = (−a).

1.1.1. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ C Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ XOY . œÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = (x; y) ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÕÌØ |z| = √ x^2 + y^2 É ÁÒÇÕÍÅÎÔ Arg (z) | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÄÏ ÐÒÏÊ- ÔÉ ÐÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ (1; 0), ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÏÓÉ OX, ÄÏ ÔÏÞËÉ z=|z|, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓ-ŒÅËÔÏÒÁ z (ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÏÒÏÔÏŒ). ïÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | ÜÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏ- ÄÕÌÅÊ Ó ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑËÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

4 áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

z = x · 1 + y · i = x + iy, ÇÄÅ i = (1; 0) | ÜÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÏÒÔ ÏÓÉ OY , É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏŒÏÒÏÔÎÕÀ ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÕÌÅ ÎÁ ÕÇÏÌ Arg (z) É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ Œ |z| ÒÁÚ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.3. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÑ É ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÏÓØ OX ÚÁÄÁÀÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÓÉ ÏÂÙÞÎÙÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ôÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÅ, É Ó ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÍÁÎÉÐÕÌÉ- ÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË, ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z Ó ÍÏÄÕÌÅÍ 1 É ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ’ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ z = cos ’ + i sin ’, ÔÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

cos(’_1 + ’_2) + i sin(’_1 + ’_2) = z_1z_2 = (cos ’_1 + i sin ’_1)(cos ’_2 + i sin ’_2) = = (cos ’_1 cos ’_2 − sin ’_1 sin ’_2) + i (cos ’_1 sin ’_2 + sin ’_1 cos ’_2) ;

ÞÔÏ ÄÁčÔ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ĂÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ^1Ą.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.4. òÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ Õ cos(n’) + i sin(n’) = z^n = (cos ’ + i sin ’)^n ŒÙÒÁÚÉÔÅ cos(n’) É sin(n’) ÞÅÒÅÚ cos ’ É sin ’.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin(n’)= sin ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ sin^2 ’. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.6. ëÁË ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÑÚÙË ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ 1 + z + z^2 + · · · + z^n ?

1.1.2. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÌØÃÏ ŒÙÞÅÔÏŒ Z=nZ. üÌÅÍÅÎÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n, Ô. Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ Z, ÓÏÓÔÏÑÛÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n. œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ Œ ËÏÌØÃÅ Z: ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ [a] ËÌÁÓÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ a + nx (ÇÄÅ x ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ Z), ÔÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, [a] + [b]^{def}= [a + b] [a] · [b]^{def}= [ab] :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ô. Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ [a + b] É [ab] ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ a ∈ [a] É b ∈ [b], É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ Z=nZ ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ.

œ ËÏÌØÃÁÈ Z=nZ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÊ ÓÐÅËÔÒ ÑŒÌÅÎÉÊ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈ ËÏÌØÃÁ ÏÔ ÐÏÌÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ Z=10Z ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ [2] É [5] ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÈÏÔÑ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á Œ ËÏÌØÃÅ Z=9Z ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÌÁÓÓ [3] ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ab = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ b ∈ K. îÅÎÕÌÅŒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÏÍ, ÅÓÌÉ a^n = 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ∈ N. ëÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8. óÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÅ Z=nZ ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6; 7; 8. îÁÊ- ÄÉÔÅ Œ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ŒÓÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ŒÓÅ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÙ, É ŒÓÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. äÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÏÓÔÁŒØÔÅ ÔÁÂÌÉÃÕ ÏÂÒÁÔÎÙÈ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÑÍÉ?

þÔÏÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ ÐÒÉ ËÁËÉÈ n ËÏÌØÃÏ Z=nZ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ n ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ŒÙÞÅÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÏÂÒÁÔÉÍÙ. þÉÓÌÏ a ÏÂÒÁÔÉÍÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ

ax + ny = 1 (1-1)

ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ I = I(a; n) ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ ax + ny (Ó ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ a, n É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ x; y ∈ Z) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ, É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ É ŒÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ I ÎÁ ÌÀÂÏÅ d ∈ I ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ I, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ d ∈ I ÄÅÌÉÔ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ I ÎÁÃÅÌÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, I = dZ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ËÒÁÔÎÙÈ d. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ a É n É ÎÁÃÅÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÅÌ a É n. éÔÁË, ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ (1-1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ d = ÎÏÄ(a; n) = 1. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ n ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ÎÅËÒÁÔÎÙÈ n, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ n ÐÒÏÓÔÏÅ. ðÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÐÏÌÅ Z=pZ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F_p.

1ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÑ ÛËÏÌØÎÁÑ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÑ | ÜÔÏ ÌÉÛØ ÉÚÏÝÒčÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÉ ÏÂÙÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ÔÏÞËÉ z, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

1.1.3. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ëÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ K[[t]] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉÄÁ

A(t) = a_0 + a_1t + a_2t^2 + · · · ;

ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ: ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ t^m Õ ÓÕÍÍÙ S(t) = A(t)+B(t) = s_0+s_1t+s_2t^2+· · · É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ P (t) = A(t)B(t) = p_0 + p_1t + p_2t^2 + · · · ÒÑÄÏŒ A(t) = ∑ a_˚ t^˚ É B(t) = ∑ b_¯t^¯ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ

s_˚ = a_˚ + b_˚

p_˚ = ∑ ff+fi=˚

a_ffb_fi = a_0b_˚ + a_1b_{˚−1} + · · · + a_0b_˚ (1-2)

çÏŒÏÒÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÜÔÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (a_˚ ), (b_˚ ), É ÂÕËŒÁ t ÓÌÕÖÉÔ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌ (1-2). îÁÞÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ a_0 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. ðÅÒŒÙÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÑÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ Œ K ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÍÌÁÄÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÒÑÄÏŒ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÍÌÁÄ- ÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÃÅÌÏÓÔÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.9. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Œ K[[t]] ÑŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÑÄÙ Ó ÏÂÒÁÔÉ- ÍÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÑÄÙ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ÒÑÄÁÍ 1 − t É 1 + t + t^2.

ëÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ:

K[[t_1; t_2; : : : ; t_n]] = K[[t_1; t_2; : : : ; t_{n−1}]] [[t_n]]

É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ F (t) = a_0 + ∑ ˚_1 ;:::;˚_n∈N

a_{˚1 :::˚n} t^{˚1}_1 t^{˚2}_2 · · · t^{˚n}_n .

1.1.4. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[t] ⊂ K[[t]] ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÐÏÄËÏÌØÃÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÒÑÄÏŒ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍ, Á ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØÀ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ deg f. åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ, ÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ, ËÁË É ÍÌÁÄÛÉÊ, ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÔÅÐÅÎÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f = gh ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ g, h ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.10 (ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ). ðÕÓÔØ f ∈ K[t] ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ. ðÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g ∈ K[t] ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ g = qf + r, ÇÄÅ q; r ∈ K[t] É ÌÉÂÏ deg r < deg f, ÌÉÂÏ r = 0.

œÁÖÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ŒÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ K. þÉÓÌÏ a ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(t), ÅÓÌÉ f(a) = 0. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÐÒ. 1.10, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ a ∈ K ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[t] ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ f(t) = q(t)(t − a) + r, ÇÄÅ deg r = 0, Ô. Å. r ∈ K. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ t = a, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ r = g(a). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ f, ËÏÇÄÁ f ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[t] ÎÁ (t − a).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.11. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ:

Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[t], ÉÍÅÀÝÉÊ ÓŒÏÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_1; a_2; : : : ; a_m ∈

K, ÄÅÌÉÔÓÑ Œ K[t] ÎÁ^m ∏ ˚=1 (t − a_˚ ) ;

Â) ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ deg f ËÏÒÎÅÊ.

1.1.5. ðÒÉÍÅÒ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ŒÉÄÁ

a_0 + a_1# + · · · + a_{n−1}#^{n−1} ; (1-3)

Œ ËÏÔÏÒÙÈ a_˚ ∈ Q, Á # ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ f(#) = 0 Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q[#]. äÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÄ ÎÉÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÑÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË Ó ÕÞčÔÏÍ

6 áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ f(#) = 0. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Œ Q[ √ 2]^{def}= {a + b √ 2 | a; b ∈ Q ; #^2 − 2 = 0} ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

(a + b √ 2) + (c + d √ 2) = (a + c) + (b + d) √ 2 (a + b √ 2)(c + d √ 2) = (ac + 2 bd) + (cb + ad) √ 2 õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.12. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q[ √ 2] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.13. âÕÄÅÔ Q[#] ÐÏÌÅÍ, ËÏÇÄÁ # ÚÁÄÁčÔÓÑ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ: Á) #^3 + 1 = 0 Â) #^3 + 2 = 0 . âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ËÏÌØÃÏ Q[#] ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ËÏÌØÃÏ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ Q[t]=f · Q[t] (ÓÒ. Ó ÐÒÉ- ÍÅÒÏÍ ÉÚ n^∘ 1.1.2). üÌÅÍÅÎÔÏÍ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ g ∈ Q[t], ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ f, Á ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ Q[t]: ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ [g] ËÌÁÓÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ŒÉÄÁ g + fq (ÇÄÅ q ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ Q[t]), ÔÏ [g] + [h]^{def}= [g + h] [g] · [h]^{def}= [gh] :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.14. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ [g+h], [gh] ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ g ∈ [g], h ∈ [h], Á ÔÁËÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Œ Q[t]=fQ[t] ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ.

œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ # ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÌÁÓÓ [t], Á ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (1-3) ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ a_0 + a_1t + · · · + a_{n−1}t^{n−1}. íÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ Q ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ∈ K[t] ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K[#]^{def}= K[t]=f ·K[t]. éÓÈÏÄÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ K[t] ËÁË ËÌÁÓÓÙ ËÏÎÓÔÁÎÔ, Á # ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ [t], ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÊ t. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ # ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ C = R[ √ −1] = R[t]=(t^2 + 1)R[t], Á i = √ −1 ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ t ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ t^2 + 1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.15. ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÉÍÅÒÅ n^∘ 1.1.2, ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ K[t]=f · K[t] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

1.1.6. ðÒÉÍÅÒ: ËÏÌØÃÁ ÆÕÎËÃÉÊ. ðÕÓÔØ K | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Á X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ K-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ K^X É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÌØÃÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ:

f + g : x → f(x) + g(x) fg : x → f(x)g(x) :

ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ K^X ÎÕÌčÍ, Á ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ (ÅÓÌÉ Œ K ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉ- ÃÁ) | ÅÄÉÎÉÃÅÊ. éÎÁÞÅ K^X ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÐÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÐÉÊ ËÏÌØÃÁ K, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ x ∈ X. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ŒÍÅÓÔÏ K^X ÏÂÙÞÎÏ ÐÉÛÕÔ K^n É ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ĂËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ÓÔÒÏÞËÁÍÉĄ (a_1; a_2; : : : ; a_n). óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÓÔÒÏË ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ^2 ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, Œ ËÏÌØ- ÃÅ K^X ÍÎÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ. ïÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ K^X ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÅ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ ËÏÌÅÃ R^X É C^X : ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ, ÇÌÁÄËÉÅ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ, ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÅ É Ô. Ð. ÆÕÎËÃÉÉ.

1.1.7. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÑÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÌÅÃ. ïÂÏÂÝÁÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ËÏÌÅÃ K_˚ (ÇÄÅ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ X) ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ËÏÌØÃÏ ∏ K_˚ , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ (x_˚ ) Ó x_˚ ∈ K_˚ , Á ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÏ. üÔÏ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÌÅÃ K_˚ É ÍÏÖÅÔ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ĂÆÕÎËÃÉÊĄÎÁ X, ÉÍÅÀÝÉÈ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ∈ X ÓŒÏÀ ĂÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊĄK_˚ . ðÒÑÍÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏ- ÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÌÅÃ K_1; K_2; : : : ; K_n ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K_1 × K_2 × · · · × K_n.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.16. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ^3 Z=6 Z ≃ Z=2 Z × Z=3 Z .

2ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ X^f� K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Supp(f) = {x ∈ X | f(x) ≠ 0}. 3ÔÏÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. ÎÉÖÅ

1.2. çÏÍÏÍÒÆÉÚÍÙ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÌÅÃ A^’� B ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ∀ a_1; a_2 ∈ A Œ ËÏÌØÃÅ B ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:

f(a_1 + a_2) = f(a_1) + f(a_2) f(a_1a_2) = f(a_1)f(a_2)

œÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÑÍÉ, ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÎÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÌÉ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ĂÎÁĄ, ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÉÌÉ ÓÀÒØÅËÔÉŒ- ÎÙÍÉ ÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A Œ ÎÕÌØ ËÏÌØÃÁ B ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ. œÏÏÂÝÅ ’(A) ⊂ B ŒÓÅÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ B, Á ÐÏÌÎÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÑ ’^{−1}(0) ⊂ A | ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ A. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÂÒÁÚÏÍ É ÑÄÒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁ ’ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ im ’^{def}= ’(A) É ker ’^{def}= ’^{−1}(0).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.17. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ’(0) = 0 É ’(−a) = −’(a) ∀ a ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏÌÅÃ A^’� B. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ËÏÌÅÃ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ’(1) ≠ 1, ÎÏ ËÏÇÄÁ Œ B ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ, ÅÄÉÎÉÃÁ ŒÓÅÇÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.18. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ Œ ÌÀÂÏÅ ËÏÌØÃÏ ÉÎSS- ÅËÔÉŒÅÎ.

1.2.1. ðÒÉÍÅÒ: ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÏÄÎÑÔÉÑ É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. ó ËÁÖÄÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X^’� Y ÓŒÑÚÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ (ÉÌÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ^4 )

’^∗ : K^{Y f →f ∘’} � K^X

ÍÅÖÄÕ ËÏÌØÃÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X É Y ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K. ïÎ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÍ Ë ’, É ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏ ÏÎ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ K^Y Œ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ K^X .

œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÅ, ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X É Y ÎÁÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÍÅÒÏÊ, ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÅÊ, ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ, ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É Ô. Ð.), ÆÕÎËÃÉÉ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÎÅ ÌÀÂÙÅ, Á ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ.

ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÎÁÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÙ- ÂÏÒ Œ ËÏÌØÃÅ K^X ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄËÏÌØÃÁ K[X] ⊂ K^X , ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ (ÉÌÉ ËÏÌØÃÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÌØÃÏ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ, ÉÌÉ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙÈ, ÉÌÉ ÇÌÁÄËÉÈ, ÉÌÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ, ÉÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÁËÉÅ ÐÏÄËÏÌØÃÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ R^X , ÍÏÖÎÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁÄÁŒÁÔØ É ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ, ÄÁÖÅ É ÎÅ ÁÐÅÌÌÉÒÕÀÝÉÈ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÅÏÒÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X^’� Y ÓÌÅÄÕÅÔ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K^{Y ’∗}� K^X ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ K[Y ] ⊂ K^Y ÎÁ Y Œ ÐÏÄËÏÌØÃÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ K[X] ⊂ K^X ÎÁ X.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.19. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÇÌÁ- ÓÕÅÔÓÑ Ó ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ Œ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ œÁÍ ÔÅÏÒÉÑÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÍÅÒÏÊ) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (ÓÏÏÔŒ. ÉÚÍÅÒÉÍÏ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ (ÓÏÏÔŒ. ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ) ÆÕÎËÃÉÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ (ÓÏÏÔŒ. ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ) ÆÕÎËÃÉÅÊ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.20. éÚ ËÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÄSSčÍÁ? ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÎSSÅËÔÉŒ- ÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÏÄSSčÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ C^0(Y )^{’∗}� C^0(X) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ X^’� Y ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ’(X) ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ Œ Y .

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ X = {∗} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÄÎÑÔÉÑ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÊ ŒÌÏÖÅÎÉÀ

{∗}^{⊂ y}� Y

ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÅËÏÊ ÔÏÞËÉ y ∈ Y , ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÔÏÞËÅ y É ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ ev_y. ðÏÓËÏÌØËÕ K^{{∗}} = K, ev_y : K^{Y f →f (y)}� K

4ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ pull back

8 áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Y^f� K Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ev_y(f) = f(y) Œ ÔÏÞËÅ y. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ev_y ŒÓÅÇÄÁ ÜÐÉÍÏÒÆÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÕÌØ Œ ÔÏÞËÅ y.

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÁÀÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØ ÔÏÞËÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÉÚ ËÏÌØÃÁ K[X] ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁÚÙŒÁÔØ K- ÔÏÞËÏÊ ËÏÌØÃÁ A Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ŒÓÑËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ A^p� K, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÕ ËÏÌÅÃ B^{’∗}� A ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ K-ÔÏÞÅË B Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ K-ÔÏÞÅË A, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ K-ÔÏÞËÕ B^p� K Œ K-ÔÏÞËÕ ’(p) = p∘’^∗ ËÏÌØÃÁ A, Ô. Å. ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÔÏÖÅ ËÁË ÐÏÄSSčÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ’^∗.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.21. éÍÅÅÔÓÑ ÌÉ ÂÉÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ [ 0 ; 1 ] É R-ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÌØÃÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ? éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ? éÚÍÅÎÑÔÓÑ ÌÉ ÏÔŒÅÔÙ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Á) ÎÁ ÇÌÁÄËÉÅ Â) ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ?

œ ÁÎÁÌÉÚÅ ÉÍÅÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÉÚ C[[t]] (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ ÔÏÞËÅ z ∈C. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, ÉÂÏ ÎÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÊ, Á ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ. é ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ev_z ÑŒÌÑÀÔÓÑ C-ÔÏÞËÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÓÕÔØ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ, Á ÎÅ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïÄÎÁËÏ, ÂÕÄÅ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ Œ ËÏÌØÃÅ C[[t]] ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÁÍ ÄÁÄÕÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ Œ C.

1.2.2. ðÒÉÍÅÒ: ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ K ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ Z^c� K, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ n ∈ N Ó(±n) = ±(1 + 1 + · · · + 1 n ) : åÓÌÉ c ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ K ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÎÕÌØ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ Œ ÑÄÒÅ c.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.22. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ K | ÐÏÌÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÔÏ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÏÂÒÁÚ c(Z) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ F_p.

œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, F_p = c(Z) ⊂ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÄÐÏÌÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ŒÓÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ

(_p k ) ≡ 0 (mod p) ÐÒÉ k ≠ 1; p, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → x^p Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ Œ ÓÕÍÍÙ: (x_1 + x_2)^p = x^p_1 + x^p_2, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. îÁ ÐÒÏÓÔÏÍ ÐÏÄÐÏÌÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÉÚ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÄÐÏÌÑ

a^p = (1 + 1 + · · · + 1 a )^p = 1^p + 1^p + · · · + 1^p a = a

(ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁË ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.23. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ F_2[#] É F_3[#], ÇÄÅ #^2 + # − 1 = 0, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÑÍÉ. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÏŒÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ, ÉÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ, É ÏÐÉÛÉÔÅ, ËÁË ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ.

1.3. æÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ, ÉÄÅÁÌÙ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ËÏÌÅÃ Z=nZ É K[#] = K[t]=f(t)K[t] ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÏÂÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ- ÃÉÅÊ (ÉÌÉ ÓËÌÅÊËÏÊ). éÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÎÏŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M^′, ÓËÌÅÉŒÁÑ ŒÍÅÓÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ

M^ß� M^′ ; (1-4)

É ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m^′ ∈ M^′ ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ: M = ⨆ m^′∈M^′

ß^{−1}(m^′) åÓÌÉ ÐÉÓÁÔØ m_1 ∼ m_2 ÄÌÑ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ M, ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÌÅŒÁÀÔÓÑ ŒÍÅÓÔÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ß, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ

(ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ) : m ∼ m ∀ m ∈ M (1-5) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ) : m_1 ∼ m_2 ⇐⇒ m_2 ∼ m_1 ∀ m_1; m_2 ∈ M (1-6) (ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ) : m_1 ∼ m_2 & m_2 ∼ m_3 ⇒ m_1 ∼ m_3 ∀ m_1; m_2; m_3 ∈ M (1-7)

òÅÆÌÅËÓÉŒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÅ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ^5 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.24. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ ÓËÌÅÉŒÁÑ ŒÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (1-4), ÇÄÅ M^′ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

åÓÌÉ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÎÁÄÅÌÑÔØ ÅÇÏ ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M^′ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ËÏÌØÃÁ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó M, Ô. Å. ÚÁÄÁŒÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÉÍÅÒÁÈ n^∘ 1.1.2, n^∘ 1.1.5:

ß(a) + ß(b)^{def}= ß(a + b) ; ß(a)ß(b)^{def}= ß(ab) :

éÎÁÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ M^′ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÏÌØÃÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ (1-4) ÂÙÌÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.25. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

Á) ËÌÁÓÓ ı^{−1}(0) = ker(ı) ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ M É ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÁËÖÅ É ŒÓÅ ÅÇÏ ËÒÁÔÎÙÅ ma (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ m ∈ M) Â) m_1 ∼ m_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m_1 − m_2 ∈ ker(ı) ðÏÄËÏÌØÃÏ I ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, ÅÓÌÉ a ∈ I ⇒ ba ∈ I ∀ b∈K . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ËÏÌØÃÁ K ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ÔÏ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ ÓÄŒÉÇÁÍÉ, Ô. Å. ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ

[b] = b + I = {b + a | a ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ I} : (1-8)

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓËÌÅÊËÕ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ, ÎÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÁËÔÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÌØÃÁ K ÎÁÓÌÅÄÏŒÁÌÏ Ó K ËÏÌØÃÅŒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.26. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÓÄŒÉÇÉ ÌÀÂÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ K ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØÃÁ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (1-8) ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ K Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

ëÌÁÓÓÙ (1-8) ÎÁÚÙŒÀÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÉÌÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÉÄÅÁÌÁ I É ÉÎÏÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ b (mod I). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K=I É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏÍ K ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I. óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ Œ K=I ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ [a] + [b]^{def}= [a + b] [a] · [b]^{def}= [ab] :

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.27. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ô. Å. ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÏŒ [a + b] É [ab] ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ a ∈ [a] É b ∈ [b].

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ß_I : K^{a→[a]}� K=I ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÉÄÅÁÌÕ I. œ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ

1.3.1. ðòåäìïöåîéå. ñÄÒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅÃ K^’� L ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ Œ K, É K= ker ’ = im ’. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÉÊ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÁËÔÏ- ÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÑÄÒÕ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ

5Ô. Å. ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (m1; m2) ∈ M × M, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (1-5){(1-7)

10 áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÑÄÒÕ É ŒÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÁ:

K^’ � L

K= ker ’ = im ’^⊂_´ �

ß �

□ œ ÌÀÂÏÍ ËÏÌØÃÅ K ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ I = {0} É I = K.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.28. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÉÄÅÁÌ Œ ËÏÌØÃÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ.

1.3.2. ðòåäìïöåîéå. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, ËÏÇÄÁ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ K ÐÏÌÅ, I ⊂ K | ÉÄÅÁÌ, É b ∈ I ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ 1 = b^{−1}b ∈ I, É ÚÎÁÞÉÔ I = K. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ b ∈ K ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

(b)^{def}= bK = {bc | c ∈ K} (1-9)

ÓÏÔÁŒÌÑÅÔ ÉÄÅÁÌ Œ K, ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ b ≠ 0. åÓÌÉ Œ K ÎÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, (b) = K. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 1 ∈ (b), Ô. Å. bc = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c. □

1.3.3. ðÒÉÍÅÒ: ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ É ÅŒËÌÉÄÏŒÙ ËÏÌØÃÁ. éÄÅÁÌÙ ŒÉÄÁ (1-9) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙ- ÍÉ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, ŒÓÅ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÌÁŒÎÙÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÌØÃÏ Z É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÜÔÉÈ ËÏÌØÃÁÈ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ, É ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ I ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a; d ∈ I ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a ÎÁ d. âÅÒÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ d ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒ. ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ) ÉÚ I, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ I ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÃÅÌÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ d, Ô. Å. I = (d). üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ ŒÁÖÎÙÈ ÄÌÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ËÏÌÅÃ.

ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅŒËÌÉÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁ (ÉÌÉ ŒÙÓÏÔÁ) | ÆÕÎËÃÉÑ K \ {0}^˚� Z_{⩾0}, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ a; b ∈ K ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ab) � (a) É ÉÍÅÀÔÓÑ q; r ∈ K (ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ a; b), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ a = bq + r É ÌÉÂÏ r = 0, ÌÉÂÏ (r) < (b).

œ ËÏÌØÃÅ Z ŒÙÓÏÔÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, Œ ËÏÌØÃÅ K[t] (ÇÄÅ K | ÐÏÌÅ) ŒÙÓÏÔÏÊ ÓÌÕÖÉÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.29. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÁ Z[i]^{def}= { a + bi ∈ | a; b ∈ Z ; i^2 = −1} É Z[!]^{def}= {a + b! ∈ C | a; b ∈ Z ; !^2 + ! + 1 = 0 } ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÓÏÔÙ (z) = |z|^2.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.30. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÅŒËÌÉÄÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ (ab) = (a) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ b ÏÂÒÁÔÉÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.31. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÅŒËÌÉÄÏŒÏ ËÏÌØÃÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ (ÐÒÁŒÄÁ, ÐÅÒŒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍÉ ËÏÌØÃÁÍÉ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÄŒÉÎÕÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É/ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÃÅÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÎÉÍÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ^6).

6ŒÐÒÏÞÅÍ, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 3 ÎÁ ÓÔÒ. 365 Œ ËÎÉÇÅ ü. â. œÉÎÂÅÒÇ. ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ. í. ĂæÁËÔÏÒÉÁÌĄ(1999).