§2. éÄÅÁÌÙ É ÄÅÌÉÍÏÓÔØ (ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ).

ŒÓÀÄÕ Œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÓÌÏŒÏ ĂËÏÌØÃÏĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊĄ

2.1. îÅÍÎÏÇÏ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÉÄÅÁÌÏŒ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A = {a_˚ } ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÉÄÅÁÌ (a_˚ ) ⊂ K, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉ- ÎÁÃÉÊ b_1a_{˚1} + b_2a_{˚2} + · · · + b_ma_{˚m}

ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_˚ ∈ A Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ b_i ∈ K.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.1. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌÙ (x; y) ⊂ Q[x; y] É (2; x) ∈ Z[x] ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ŒÚÑŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_˚ ). ëÏÌØÃÏ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K ÐÏ- ÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

2.1.1. ìåííá. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K ÐÏÐÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ {a_˚ } ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÉÄÅÁÌ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ;

2) ÌÀÂÏÊ ÉÄÅÁÌ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ;

3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1 ⊂ I_2 ⊂ I_3 ⊂ · · · ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ n ∈ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ I_˚ = I_n ∀ ˚ � n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ (1) ⇒ (2). þÔÏÂÙ ÉÚ (2) ŒÙŒÅÓÔÉ (3), ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ I = ⋃ I_˚ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÒÏÖÄčÎ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œÓÅ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ I_n, É ÔÏÇÄÁ I_˚ = I_n = I ∀ ˚ � n. þÔÏÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ (1) ÉÚ (3), ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÉÄÅÁÌÏŒ I_n = (a_1; a_2; : : : ; a_n), ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ a_i ∉ (a_1; a_2; : : : ; a_{n−1}) ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {a_˚ }. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ ÌÀÂÏÇÏ ÎčÔÅÒÏŒÁ ËÏÌØÃÁ ÎčÔÅÒÏŒÏ.

2.1.2. ðÒÅÄÕÐÒÅÖÄÅÎÉÅ. îÅŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÏÌØÃÁ ÎčÔÅÒÏŒÙ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Q[x_1; x_2; x_3; : : :] , ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_˚ Ó ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÂÅÚ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÄÅÁÌ (x_1; x_2; : : :), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. âÕÄÅÔ ÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÍ ÉÄÅÁÌ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ Œ ËÏÌØÃÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ R � R ŒÓÅÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ Œ ÎÕÌÅ Œ ÎÕÌØ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÉÍÉ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÍÉ?

2.1.3. ðòåäìïöåîéå (ôåïòåíá çéìøâåòôá ï âáúéóå). åÓÌÉ ËÏÌØÃÏ K ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÔÏ ËÏÌØ- ÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x] ÔÏÖÅ ÎčÔÅÒÏŒÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K[x] É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L_d ⊂ K ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÁÒ- ÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ d-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ I, Á ÞÅÒÅÚ L_∞^{def}= ∪_d L_d | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ I ŒÏÏÂÝÅ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.4. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ŒÓÅ L_d É L_∞ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÄÅÁÌÁÍÉ Œ K.

ðÏÓËÏÌØËÕ K ÎčÔÅÒÏŒÏ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÉÄÅÁÌÙ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÙ. ðÕÓÔØ L_∞ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÁÒÛÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ a_1; a_2; : : : ; a_s ∈ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f^{(∞)}_1 ; f^{(∞)}_2 ; : : : ; f^{(∞)}_{s∞} ∈ I É ÐÕÓÔØ max_˚ (deg f_˚ ) = m. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ 0 � k � m − 1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f^{(k)}_1 ; f^{(k)}_2 ; : : : ; f^{(k)}_{sk} ÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ÉÄÅÁÌ L_k ⊂ K. éÄÅÁÌ I ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ s_0 + · · · + s_{m−1} + s_∞ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ f^{(¯)}_˚ . □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.5. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

2.1.4. óìåäóôœéå. ëÏÌØÃÏ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÎčÔÅÒÏŒÏ, ÅÓÌÉ K ÎčÔÅÒÏŒÏ. □

12 áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

2.1.5. óìåäóôœéå. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ^1 ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎčÔÅÒÏŒÁ. □ õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.6∗. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ ÎÁÄ ÎčÔÅÒÏŒÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÎčÔÅ- ÒÏŒÏ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÐÙÔÁÊÔÅÓØ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ n^∘ 2.1.3, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÍÌÁÄÛÉÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ŒÍÅÓÔÏ ÓÔÁÒÛÉÈ.

2.2. œÚÁÉÍÎÁÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ. üÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ Œ ËÏÌØÃÅ K ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ax + by = 1 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ËÏÇÄÁ (a; b) = K.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.7. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ a, b É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ m

Á) a ÄÅÌÉÔ mb ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a ÄÅÌÉÔ m ; Â) ÅÓÌÉ a ÄÅÌÉÔ m É b ÄÅÌÉÔ m, ÔÏ É ab ÄÅÌÉÔ m.

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄŒÁ ÉÄÅÁÌÁ I; J ⊂ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ x ∈ I É y ∈ J, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x + y = 1. üÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ

I + J^{def}= (I; J) = {x + y | x ∈ I ; y ∈ J}

(ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ É ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ËÏÌØÃÏÍ. óŒÏÊÓÔŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÏÂÏÂÝÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

2.2.1. ìåííá. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ I ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏŒ J_1; J_2; : : : ; J_n , ÔÏ ÏÎ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ É Ó ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ^2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˚ = 1; 2; : : : ; n ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x_˚ ∈ I É y_˚ ∈ J_˚ , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x_˚ + y_˚ = 1. ðÅÒÅÍÎÏÖÁÑ ŒÓÅ ÜÔÉ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÒÁÓËÒÙŒÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÉÄÁ

(ÞÌÅÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ŒÉÄÁ x_˚ ) + y_1y_2 · · · y_n = 1 ;

Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÌÅÖÉÔ Œ I, Á ŒÔÏÒÏÅ | Œ ∩_˚ J_˚ . □

2.2.2. ðòåäìïöåîéå (ëéôáêóëáñ ôåïòåíá ïâ ïóôáôëáè). ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ I_1; I_2; : : : ; I_n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÏÐÁÒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ n ËÌÁÓÓÏŒ [a_˚ ] ∈ K=I_˚ (ÇÄÅ ˚ = 1; 2; : : : ; n) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ a ∈ K, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ [a_˚ ] = a (mod I_˚ ) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ˚, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ a^′ ∈ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ a^′ − a ∈ ∩_˚ I_˚ .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÅ I_k ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó ∩_{˚≠k} I_˚ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ˚ ≠ k. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄÕÔÓÑ

x_k ∈ I_k É y_k ∈ ∩_{˚≠k} I_˚ , ÔÁËÉÅ ÞÔÏ x_k + y_k = 1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

y_k (mod I_˚ ) = { 0 ; ÐÒÉ ˚ ≠ k 1 ; ÐÒÉ ˚ = k

É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÚÑÔØ a =^n ∑ k=1 y_ka_k. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

ËÏÌÅÃ A^{a→(a (mod I1); a (mod I2); ::: ; a (mod In))} � (A=I_1) × (A=I_2) × · · · × (A=I_n) . ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÏÎ ÓÀÒØÅËÔÉŒÅÎ, Á ÅÇÏ ÑÄÒÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ∩_˚ I_˚ . □

2.2.3. óìåäóôœéå. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ I_1; I_2; : : : ; I_n ⊂ K ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅÃ

A= ∩_˚ I_˚^{a→(a (mod I1); a (mod I2); ::: ; a (mod In))} ∼ � (A=I_1) × (A=I_2) × · · · × (A=I_n)

1ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ K-ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÏÅ ËÏÌØÃÏ ŒÉÄÁ

A = K[x1; x2; : : : ; xn]=I ;

ËÌÁÓÓÙ ai = xi (mod I) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ K-ÁÌÇÅÂÒÙ A, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f ∈ I | ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ. çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ K É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÂÕËŒ a1; a2; : : : ; an ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó ÕÞčÔÏÍ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ f(a1; a2; : : : ; an) = 0, ÇÄÅ f ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ I.

2ÕÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÏŒ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ

□ 2.3. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ. ðÕÓÔØ ËÏÌØÃÏ K ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ. îÅÎÕÌÅŒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a; b ∈ K ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a, É a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ b. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ a = mb É b = na ŒÌÅËÕÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a(1 − mn) = 0, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a = sb, ÇÄÅ s ÏÂÒÁÔÉÍ. îÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_n ËÏÌØÃÁ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÑËÏÅ d ∈ K, ÄÅÌÑÝÅÅ ËÁÖÄÏÅ a_i É ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ŒÓÅÈ a_i. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n) (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕcÌÏŒÉÅ ÎÏÄ(a; b) = 1 ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÐÒÏÓÔÏÔÙ a É b, ËÁË ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ Œ n^∘ 2.2. óËÁÖÅÍ, ÎÏÄ(x; y) = 1 Œ Q[x; y], ÏÄÎÁËÏ fx + gy ≠ 1 ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ f; g ∈ Q[x; y]. îÏ ÐÒÉŒÙÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÓč ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ.

2.3.1. ðÒÉÍÅÒ: Œ ÌÀÂÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n) = d ⇐⇒ (a_1; a_2; : : : ; a_n) = (d) , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔ d, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÉÄÅÁÌ I = (a_1; a_2; : : : ; a_n), ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ a_i É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ, ÉÂÏ, ËÁË É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ I, ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ Œ ŒÉÄÅ d = ∑ x_˚ a_˚ . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÏÄ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÕÓÌÏŒÉÅ (a_1; a_2; : : : ; a_n) = K (Ô. Å. ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÏÌØÃÁ Œ ŒÉÄÅ 1 = ∑ x_˚ a_˚ ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÏÄ(a_1; a_2; : : : ; a_n) = 1. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÉÔÁÊÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ m_1; m_2; : : : ; m_n ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÎÏÄ(m_i; m_j ) = 1, É m = m_1 · m_2 · · · · · m_n, ÔÏ

Z=(m) ≃^n ∏ ˚=1 Z=(m_˚ ) (ËÁË Œ ÕÐÒ. 1.16). òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÌÅ.

2.4. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ. óÐÏÓÏÂ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÌÅ Q ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÏÌØÃÁ Z, ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K. á ÉÍÅÎÎÏ, Ó K ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ ÐÏÌÅ Q_K É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

K^{⊂ ´}� Q_K (2-1)

ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K^’� F Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ F ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÅÊ Q_F^{e’}� F, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ’ = ~’∘´ :

K^´ � Q_K

F �_{e’}

’ �

üÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÐÏÌÅ Q_K ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏÇÏ Ó ´, Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K^{´′}� Q^′_K ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ : Q_K^∼� Q^′_K , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ´^′ = ∘´.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.8. œÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÉÚ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ K^´� Q_K É K^{´′}� Q^′_K . äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Q_K ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ a=b, Œ ËÏÔÏÒÙÈ a; b ∈ K É b ≠ 0. úÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ a_1 b_1 ∼ a_2 b_2

⇐⇒ a_1b_2 − a_2b_1 = 0 :

üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ^3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÒÏ- ÂÅÊ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ Q_K É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ a_1 b_1 + a_2 b_2 = a_1b_2 + a_2b_1

b_1b_2 a_1 b_1 · a_2 b_2 = a_1a_2 b_1b_2 : 3ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a1b3 − a3b1 = 0 ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒ a1b2 − a2b1 = 0 É a2b3 − a3b2 = 0 ÕÍÎÏÖÅÎÅÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÎÁ b3, ŒÔÏÒÏÇÏ | ÎÁ b1 É ŒÙÞÉÔÁÎÉÅÍ

14 áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.9. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a^′b^{′′} − a^{′′}b^′ = 0, ÔÏ (a^′=b^′) · (c=d) ∼ (a^{′′}=b^{′′}) · (c=d) É (a^′=b^′) + (c=d) ∼ (a^{′′}=b^{′′}) + (c=d) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÏÂÉ (c=d).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.10. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Q_K ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ, Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (2-1), ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ a ∈ K Œ ËÌÁÓÓ ÄÒÏÂÉ a=1, ÉÎSSÅËÔÉŒÅÎ.

õÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (2-1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ- ŒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ K^’� F Ó K ÎÁ Q_K ÏÂÑÚÁÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ a=b = ab^{−1} ∈ Q_F Œ ’(a)’(b)^{−1} ∈ F, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÓÔÁčÔÓÑ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Q_K^{e’}� F ÐÒÁŒÉÌÏÍ a=b −→ ’(a)’(b)^{−1}.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.11. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ É Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë K = Z ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ Q ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÅ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ F � F.

2.4.1. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÃÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÌØ- ÃÁ F[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F(x_1; x_2; : : : ; x_n) É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ n ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ. òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÏÓÔÏ. ëÁÖÄÕÀ ÎÅÓÏËÒÁÔÉ- ÍÕÀ ÄÒÏÂØ p(t)=q(t) ∈ F(t), ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q(t) = q_1(t)q_2(t) : : : q_m(t) , ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ

p(t) q(t)

= h(t) + p_1(t) q_1(t) + p_2(t) q_2(t)

+ · · · + p_m(t) q_m(t)

; (2-2)

Œ ËÏÔÏÒÏÊ deg h = deg p − deg q É deg p_i ¡ deg q_i. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (2-2) ÎÁ q, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ F[t] ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

p = hq + p_1Q_1 + p_2Q_2 + · · · + p_mQ_m ; ÇÄÅ Q_i = ∏ ˚≠i

q_˚ É deg( ∑ p_˚ Q_˚ ) ¡ deg Q ; (2-3)

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h É r = ∑ p_˚ Q_˚ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ p ÎÁ q Œ F[t], Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ p_i | ËÁË ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ¡ deg q_i, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ F[t]=(q_i) ËÌÁÓÓ r^{−1} (mod q_i) ≡ p Q^{−1}_i (mod q_i) (Q_i ÏÂÒÁÔÉÍ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q_i, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÏÄ(q_i; Q_i) = 1). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (2-2), ÎÁÄÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ p ÎÁ q Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: p=q = h + r=q, ÐÏÔÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ r Œ ŒÉÄÅ r = p_1Q_1 + q_1r_1 Ó deg p_1 ¡ deg q_1 É deg r_1 ¡ deg Q_1, ÞÔÏ ÄÁčÔ r=q = p_1=q_1 + r_1=Q_1, ÇÄÅ Q_1 = q_2 · · · q_n ÕÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ q_1 É Ô. Ä. ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (2-2) ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÉ ÒÁÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ^4, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÓÕÍÍ É Ô. Ð. ëÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÅÇÏ ÂÙÓÔÒÅÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ: ÚÎÁÑ ÏÃÅÎËÉ ÓŒÅÒÈÕ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ h É p_i, ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ (2-3) ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÓÏ- ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ Œ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t ∈ F (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ q_i) ÉÌÉ, ÎÁ ÈÕÄÏÊ ËÏÎÅÃ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÅÐÅÎÑÈ t.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.12. îÁÊÄÉÔÅ ÐÅÒŒÏÏÂÒÁÚÎÕÀ É 2005-À ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ x^4=(1 + x^2).

õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÐÉÛÉÔÅ x^4=(x^2 + 1) = x^2 + ff=(x + i) + fi=(x − i). äÌÑ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ff; fi ∈ C ÕÍÎÏÖØÔÅ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ É ÐÏÄÓÔÁŒØÔÅ x = ±i.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.13. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÄÒÏÂØ ŒÉÄÁ p=q^d ∈ F(x) c deg p ¡ d · deg q ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁ-

ÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ^d ∑ ˚=1 p_˚ =q^˚ , ÇÄÅ deg p_˚ ¡ deg q ÐÒÉ ŒÓÅÈ ˚.

õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÚÁÐÉÓØ p Œ q-ÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÚÉÃÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ É

ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ŒÓÑËÏÅ p ¡ q^k ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ^d P ˚=1 p˚ =q^˚ Ó

p˚ ¡ q; ÍÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ Œ ÐÏŒÓÅÄÎÅŒÎÏÊ ÖÉÚÎÉ, ÐÏÌÁÇÁÑ q = 10.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.14. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ Á) Œ ÐÏÌÅ Q Â) Œ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ^5.

2.5. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÏÓÔÏÔÁ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ. íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ËÏÌØÃÏ Z=(p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ p ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ËÏÌØÃÏ F[x]=(f) (ÇÄÅ F | ÐÏÌÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ

4ÓÒ. Ó ÕÐÒ. 1.9 5ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÓÍ. Œ ËÎÉÇÅ ó. ìÅÎÇ. áÌÇÅÂÒÁ. M. ĂíÉÒĄ (1968) ÇÌ. 5 §5 Ó. 145

ÐÏÌÅÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K ÐÏÎÑ- ÔÉÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÌØÃÁ ŒÙÞÅÔÏŒ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÍ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

éÄÅÁÌ m ⊂ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÏ K=m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÅÍ. îÁÚŒÁÎÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ m ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ K ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ m ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ

ax + y = 1

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x ∈ K É y ∈ I. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌ (m; a), ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ m É ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó K (ÉÂÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ).

éÄÅÁÌ p ⊂ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÆÁËÔÏÒ ËÏÌØÃÅ K=p ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ. îÅÏÂÒÁ- ÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÇÌÁŒÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (p) ⊂ K ÐÒÏÓÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÏÔÁ p ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ ÐÒÏÓÔ, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÓËÁÖÅÍ, ÉÄÅÁÌ (y) ⊂ Q[x; y] ÐÒÏÓÔ, ÎÏ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÉÂÏ Q[x; y]=(y) ≃ Q[x].

îÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ q ∈ K ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ab = q ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ a, b ÏÂÒÁÔÉÍ. œ ÃÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÓÑËÉÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ p ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ab = p ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÓËÁÖÅÍ a, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ pm, Á ÔÏÇÄÁ p(1 − mb) = 0 É b ÏÂÒÁÔÉÍ. îÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ, É ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅÐÒÏÓÔÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÞÁÓÔÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.15. îÁÊÄÉÔÅ ÎÅÐÒÏÓÔÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ËÏÌØÃÅ Z[ √ 5]. 2.5.1. ðòåäìïöåîéå. œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁ q ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÄÅÁÌÁ (q). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÅÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÉÄÅÁÌ (q) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ q ÐÒÏÓÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ. åÓÌÉ q ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, É ÉÄÅÁÌ (q) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÉÄÅÁÌÅ (d), Ô. Å. q = ds, ÔÏ ÌÉÂÏ d ÏÂÒÁÔÉÍ, É (d) = K, ÌÉÂÏ s ÏÂÒÁÔÉÍ, É (q) = (d). úÎÁÞÉÔ, (q) ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ. □

2.6. æÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ËÏÌØÃÁ. ãÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÇÏ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ a = q_1q_2 · · · q_m, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ a = q^′_1q^′_2 · · · q^′_k Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ k = m É, ÐÏÓÌÅ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÉ, ËÁÖÄÙÊ q^′_˚ ÂÕÄÅÔ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó q_˚. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ËÏÌØÃÁÈ, Á ŒÏÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÍ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÏÌØÃÏ.

2.6.1. ðòåäìïöåîéå. œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÎčÔÅÒÏŒÏÍ ËÏÌØÃÅ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a ÐÒÉŒÏÄÉÍ. úÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÓÎÏŒÁ ÚÁÐÉÛÅÍ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ É Ô. Ä. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÔÁÎÕÔ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÁ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_i}, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ a_{i+1} ÄÅÌÉÔ a_i, ÎÏ ÎÅ ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ Ó ÎÉÍ. ôÏÇÄÁ ÇÌÁŒÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ (a_1) ⊂ (a_2) ⊂ (a_3) ⊂ · · · ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. □

2.6.2. ðòåäìïöåîéå. œ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ ËÁÖÄÙÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔ. îÁ- ÏÂÏÒÏÔ, ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ, Á ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÙ, ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ K ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, q ∈ K ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, É ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ q. éÚ-ÚÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, q ŒÈÏÄÉÔ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ab, ËÏÔÏÒÏÅ, Œ ÓÉÌÕ ÔÏÊ ÖÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ a É b. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, q ÄÅÌÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÏÓÔ. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÐÕÓÔØ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÙ, É ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_1p_2 · · · p_k = q_1q_2 · · · q_m, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÐÒÏÓÔÙ. éÚ ÐÒÏÓÔÏÔÙ p_1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

16 áÌÇÅÂÒÁ, 1-Ê ÓÅÍÅÓÔÒ

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÄÅÌÑÝÉÊÓÑ ÎÁ p_1. ðÕÓÔØ ÜÔÏ q_1 = sp_1. ðÏÓËÏÌØËÕ q_1 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ, s ÏÂÒÁÔÉÍ. œÙÎÏÓÑ p_1, ÐÏÌÕÞÉÍ p_1(p_2 · · · p_k − sq_2 · · · q_m) = 0, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_2p_3 · · · p_k = (sq_2)q_3 · · · q_m É Ô. Ä. □

2.6.3. óìåäóôœéå. œÓÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙ. □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.16. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; a_2; : : : ; a_m ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ K. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ËÁË

a_i = q_1q_2 · · · q_r · p_{i;1}q_{i;2} · · · q_{i;si} ;

ÇÄÅ q_1; q_2; : : : ; q_r ŒÈÏÄÑÔ ŒÏ ŒÓÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Á ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ p_{¯;˚} ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÁÓÓÏ- ÃÉÉÒÏŒÁÎÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÄ(a; b) = q_1q_2 · · · q_r ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ŒÓÅÈ ÏÂÝÉÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.

2.7. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ. ðÕÓÔØ K | ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ, É Q_K | ÅÇÏ ÐÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄËÏÌØÃÏÍ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Q_K [x]. îÁÚÏŒčÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f = a_0x^n +a_1x^{n−1} +· · ·+a_{n−1}x+a_n ∈ K[x] ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ:

cont(f)^{def}= ÎÏÄ(a_0; a_1; : : : ; a_n) :

œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ Q_K [x] ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ

f(x) = a b · ~f(x) ; (2-4)

ÇÄÅ ~f(x) ∈ K[x] ÉÍÅÅÔ cont(f) = 1, Á a; b ∈ K ÉÍÅÀÔ ÎÏÄ(a; b) = 1, ÐÒÉÞčÍ a, b É ~f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ f ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ K, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a b · ~f(x) = c d · ~g(x)

Œ Q_K [x] ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ad · ~f(x) = bc · ~g(x) Œ K[x]; ÓÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ad = bc, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎ c c, Á b Ó d, ÏÔËÕÄÁ ~f(x) = ~g(x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

2.7.1. ìåííá. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f, g Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÆÁËÔÏ- ÒÉÁÌØÎÏÍ ËÏÌØÃÅ K cont(fg) = cont(f) · cont(g) : (2-5)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ q ∈ K ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ q ÄÅÌÉÔ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ (2-5), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎ ÄÅÌÉÔ ÐÒÁŒÕÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (2-5) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q K[x]^{f →[f ]q} � (K=(q))[x] ;

ÚÁÍÅÎÑÀÝÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÉÈ ËÌÁÓÓÙ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ q. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ÐÒÏÓÔÙ, ËÏÌØÃÏ K=(q) ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ. îÏ ÔÏÇÄÁ É ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ (K=(q))[x] ÃÅÌÏÓÔÎÏÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ [fg]_q = [f]_q[g]_q ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ [f]_q , [g]_q ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. □

2.7.2. óìåäóôœéå (ìåííá çáõóóá). ðÕÓÔØ f ∈ K[x] | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ, Á g ∈ K[x] ÉÍÅÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ 1. åÓÌÉ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ g Œ ËÏÌØÃÅ Q_K [x], ÔÏ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ g É Œ K[x].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ Œ Q_K [x] ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ cont(f) ~f(x) = f(x) = g(x) · h(x) = g(x) ·^c_d · ~h(x) , ÇÄÅ ~f; ~h ∈ K[x], c; d ∈ K, cont ~f = cont(~h) = ÎÏÄ(c; d) = 1, ÔÏ cont(g~h) = 1, É Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (2-4) ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ cont(f) = c É d = 1 (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ K). □

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.17. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x] ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ Q_K [x] Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ É Œ K[x] ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÔÅÈ ÖÅ ÓÁÍÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÞÔÏ É Œ Q_K [x].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.18. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÌØÃÁ K[x] ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ 1, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ Œ Q_K [x].

2.7.3. óìåäóôœéå. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ËÏÌØÃÏÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÌÁÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ Q_K [x] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÁ. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ Q_K [x] ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁ- ÅÔÓÑ Œ Q_K [x] ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ (2-4). ðÏÜÔÏÍÕ

cont(f) ~f(x) = f(x) =

∏ a_˚

b_˚

~f_˚ = a b ∏ ~f_˚ ;

ÇÄÅ ~f_˚ ∈ K[x] ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ Œ Q_K [x] (Á ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ Œ K[x]) É cont( ~f_˚ ) = ÎÏÄ(a; b) = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ cont( ∏ ~ f_˚ ) = 1, Œ ÓÉÌÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (2-4) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ b = 1 É f = a ∏ ~ f_˚ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ K). òÁÓËÌÁÄÙŒÁÑ a ∈ K Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ËÏÌØÃÅ K[x]. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÐÒ. 2.18, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ (2-4) É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ K É Œ Q_K [x]. □

2.7.4. óìåäóôœéå. åÓÌÉ K ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÅ ËÏÌØÃÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÂÌÁÓÔØ ÇÌÁŒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ) ÉÌÉ ÐÏÌÅ, ÔÏ ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ K[x_1; x_2; : : : ; x_n] ÏÔ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ. □

2.7.5. ðÒÉÍÅÒ: ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. þÁÓÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ Z[x] Œ ËÏÌØÃÅ Q[x]. œÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ f ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÒÏÂ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.19. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ a = p=q ∈ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = a_0x^n + a_1x^{n−1} + · · · + a_{n−1}x + a_n ∈ Z[x], ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ p ÄÅÌÉÔ a_0, Á q ÄÅÌÉÔ a_n.

úÎÁÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ f ÔÏÖÅ ŒÅÓØÍÁ ÐÏÌÅÚÎÏ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.20. òÁÚÌÏÖÉÔÅ x^4 + 4 Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÔÒčÈÞÌÅÎÏŒ ÉÚ Z[x]. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ ÓŒÏÄÉÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ Œ Q[x] Ë ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ Œ Z[x]. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÏčÍËÉÍ, ÎÏ ŒÐÏÌÎÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÍ ÌÉÂÏ ÑŒÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ Z[x], ÌÉÂÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅÔ^6. âÙÓÔÒÏ^7 ÐÒÉËÉÎÕÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f = gh Ó deg g; deg h ¡ deg f, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ËÁËÏŒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ (Á ÏÔÞÁÓÔÉ | É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ) g É h, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÅÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÏÊ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ Œ n^∘ 2.7.1.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.21. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ � 3 Œ F_2[x] É Œ F_3[x].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.22. œÙÑÓÎÉÔÅ, ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÌÉ ÎÁÄ Q ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(t) = x^5 + x^2 + 1, ÏÔÐÒÁŒÉŒ ÅÇÏ Œ F_2[x]. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÒÅÄÕËÃÉÉ Z[x] � F_p[x] ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ÍÏÎÏÍ x^n, ÇÄÅ n = deg f. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌØÃÏ F_p[x] ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ g É h ÔÏÖÅ ÒÅÄÕÃÉÒÕÀÔÓÑ Œ ÓŒÏÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÍÏÎÏÍÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ f ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^2. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ: ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a_i ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ^8 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f(x) = x^n + a_{n−1}x^{n−1} + · · · + a_1x + a_0 ∈ Z[x]

ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p, ÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ a_0, ÄÅÌÑÓØ ÎÁ p, ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ p^2, ÔÏ f ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Q[x].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.23. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x^{p−1} +x^{p−2} + · · · +x+1 = (x^p −1)=(x−1) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ Œ Q[x] ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p.

õËÁÚÁÎÉÅ. óÄÅÌÁÊÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÕ x − 1 = t É ÐÒÉÍÅÎÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.24. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÃÅÌÏÓÔÎÙÈ ËÏÌÅÃ K^’� L ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[x] ÐÅÒÈÏÄÉÔ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ Q_L É ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÓÔÅÐÅÎØ, ÞÔÏ f. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ K[x] Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

6ÓÍ. ü. â. œÉÎÂÅÒÇ. ëÕÒÓ ÁÌÇÅÂÒÙ. M. ĂæÁËÔÏÒÉÁÌĄ (1999) ÇÌ. 3 §6 Ó. 124 ÉÌÉ | Œ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ | â. ì. ŒÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎ. áÌÇÅÂÒÁ. M. ĂîÁÕËÁĄ (1976) ÇÌ. V §32 Ó. 122

7ÎÏ ÕÖÅ ĂÂÅÚ ÇÁÒÁÎÔÉÊĄ 8ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ (ÉÌÉ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ