óéííåôòéþåóëéå íîïçïþìåîù

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ 1 1.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ 1 1.2. æÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ 3 1.3. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ëÏÛÉ 4

1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

1.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ. ðÕÓÔØ R | ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ R[x_1; : : : ; x_n] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÏÎ ÎÅ ÉÚ- ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÃÁ, R-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÉÍ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ R-ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÏÊ Œ R[x]. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÕ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ ÞÅÒÅÚ R[x_1; : : : ; x_n]^{Sn} .

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ:

ðÒÉÍÅÒ 2. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ e_d; 1 ⩽ d ⩽ n; ÅÓÔØ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ, e_d(x_1; : : : ; x_n) = ∑ j_1¡j_2 ¡:::¡j_d

x_{j1} x_{j2} : : : x_{jd} :

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÏÌÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ h_d:

h_d(x_1; : : : ; x_n) = ∑ j_1 ⩽j_2 ⩽:::⩽j_d

x_{j1} x_{j2} : : : x_{jd} :

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ àÎÇÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÉÈ Œ ŒÉÄÅ ˘ = (˘_1; : : : ; ˘_m), ÇÄÅ ˘_i | ËÏÌ-ŒÏ ËÌÅÔÏË Œ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ. äÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘ ÞÅÒÅÚ ˘^′ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÕÀ ÅÊ (Ô.Å. "ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÕÀ" ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁŒÎÏÊ ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌÉ). þÔÏÂÙ ÎÅ ÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÁŒÉÔØ ÎÁÄ ÞÉÓÌÏÍ k Œ ÚÁÐÉÓÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ŒÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÉÊ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ËÏÔÏÒÏÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. óËÁÖÅÍ, ÚÁÐÉÓØ (3; 2^3; 1^2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ (3; 2; 2; 2; 1; 1). äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ˘ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÔÏ ÚÁÐÉÓØ ˘ = (˘_1; : : : ; ˘_m) Ó m ¿ n ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔ, ÞÔÏ ˘_{n+1} = : : : = ˘_m. äÌÑ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ˘ = (˘_1; : : : ; ˘_n) ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ |¯| =

∑_n

i=1 ˘_i (ËÏÌ-ŒÏ ËÌÅÔÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ).

îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ É n ËÌÅ- ÔÏË. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ ˘ ⩽ ¯, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ N ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑_m

i=1 ˘_i =

∑_m i=1 ¯_i. åÓÌÉ ˘ ⩽ ¯ É ˘ ≠ ¯, ÍÙ ÐÉÛÅÍ ˘ ¡ ¯. ôÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØ (Œ ÐÏÎÑÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ˘ ⩾ ¯; ˘ ¿ ¯. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ: ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ. éÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ ˘ ≻ ¯, ÅÓÌÉ ˘_1 = ¯_1; : : : ; ˘_i = ¯_i; ˘_{i+1} ¿ ¯_{i+1}. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ˘ ¿ ¯ ⇒ ˘ ≻ ¯, ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ ˘ | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÓÔÒÏË. íÏ- ÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m_˘ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ x^{˘1}_1 : : : x^{˘n}_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. 1

ë ÐÒÉÍÅÒÕ, e_d = m_˘, ÇÄÅ ˘ = (1^d).

þÁÓÔÉÞÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒÁÎÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÄÁÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉŒÁÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍ ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÁÈ x^{i1}_1 : : : x^{in}_n Ó i_1 ⩾ i_2 ⩾ : : : ⩾ i_n. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R-ÍÏÄÕÌÅ R[x_1; : : : ; x_n]^{Sn} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, R-ÍÏÄÕÌØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÓŒÏÂÏÄÅÎ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ p_n(m) (ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ ÉÚ m ËÌÅÔÏË, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÔÒÏË).

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÕÓÔØ ¯ = (¯_1; : : : ; ¯_m) | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ. ôÁËÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁ- ŒÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ h_¯ = h_{¯1} h_{¯2} : : : h_{¯m} É, ÅÓÌÉ ¯_1 ⩽ n, e_¯ = e_{¯1} e_{¯2} : : : e_{¯m} :

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ e_¯; h_¯ ÒÁŒÎÙ |¯|. ðÏÌÏÖÉÍ ´ = ∏ i¡j (x_i − x_j ) = det(x^{n−j}_i )_{i;j=1;n} | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎ ÄÅÒ íÏÎÄÁ .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ ˘ | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ n ÓÔÒÏË. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ûÕÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

(1.1) s_˘ = det(x^{˘j+n−j}_i )_{i;j=1;n}=´:

üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÂÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det(x^{˘j +n−j}_i ) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÐÒÉ x_i = x_j É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x_i − x_j . ðÏÓËÏÌØËÕ É ÞÉÓÌÉÔÅÌØ, É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ, ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ x_i É x_j , ÔÏ s_˘ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ deg s_˘ = |˘|. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ.

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ûÕÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 7. s_0 = 1.

ðÒÉÍÅÒ 8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ˘ = (1^d); d ⩽ n (Õ ËÏÔÏÒÏÊ d ÓÔÒÏË ÄÌÉÎÙ 1). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ s_˘ = e_d. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ n∑ d=0 t^de_d = n∏ i=1 (1 + tx_i):

äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ n∑ d=0 t^d det x^n_1 x^{n−1}_1 : : : x^{n−d+1}_1 x^{n−d−1}_1 : : : 1 : : :

x^n x^{n−1}_n : : : x^{n−d+1}_1 x^{n−d−1}_n : : : 1 =

= det tx^n_1 + x^{n−1}_1 tx^{n−1}_1 + x^{n−2}_1 : : : tx_1 + 1 : : :

tx^n + x^{n−1}_n tx^{n−1}_n + x^{n−2}_1 : : : tx_n + 1

(1.2)

úÄÅÓØ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÂÕÄÕÔ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÉÚ-ÚÁ ÎÁÌÉÞÉÑ ÄŒÕÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ 9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ˘ = (d) (ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ). ïËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏ s_˘ = h_d | ÐÏÌÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∑_∞ d=0 t^dh_d = ∏_n

i=1(1 − tx_i)^{−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(1.3) ∞∑ d=0 t^d det x^{d+n−1}

1 x^{n−1}_1 : : : 1 : : :

x^{d+n−1} n x^{n−1}_n : : : 1 = n∏ i=1 (1 − tx_i)^{−1}´: 2

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÕ, ÓÕÍÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ- ÌÅÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ det x^{n−1}_1 (1 − tx_1)^{−1} x^{n−2}_1 : : : 1 : : :

x^{n−1}_n (1 − tx_n)^{−1} x^{n−2}_n : : : 1 : ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ (1−tx_1) : : : (1−tx_n) ∈ K[x_1; : : : ; x_n][[t]] ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ ÍÏÖÅÍ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1.3). œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ´, Á Œ ÌÅŒÏÊ det x^{n−1}_1 x^{n−2}_1 − tx^{n−1}_1 : : : 1 − tx_1 : : :

x^{n−1}_n x^{n−2}_n − tx^{n−1}_n : : : 1 − tx_n : ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁŒ ÜÔÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÐÒÉÂÁŒÉŒ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÐÅÒŒÙÊ ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ t, ÚÁÔÅÍ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ŒÔÏÒÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ t É Ô.Ä., ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

1.2. æÏÒÍÕÌÙ ðØÅÒÉ. éÎÔÅÒÅÓÎÙÍ É ŒÁÖÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ûÕÒÁ. íÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10. (1) s_˘h_d = ∑ ¯ s_¯, ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÁÍ àÎÇÁ ¯, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ˘ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ d ËÌÅÔÏË, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÌÅÖÁÌÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ.

(2) s_˘e_d = ∑ ¯ s_¯, ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ ¯, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÔÒÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ˘ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ d ËÌÅÔÏË, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÌÅÖÁÌÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (1). ðÕÓÔØ i_1; : : : ; i_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏŒ

(1.4) det(x^{ij}_i ) ∞∑ d=0 h_d = det(x^{ij}_i ) n∏ i=1 (1 − x_i)^{−1} = ∑ (l_1;:::;l_n)∈I

det(x^{lj}_i ):

úÄÅÓØ I = {(l_1; : : : ; l_n) ∈ Z^n|l_j ⩾ i_j ; j = 1; n; l_j ÒÁÚÌÉÞÎÙ}.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ i-ÕÀ ÓÔÒÏËÕ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ det(x^{ij}_i ) ÎÁ (1 − x_i)^{−1} É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. ðÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ, ÉÂÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ËÏÎÅÞÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ i_j = ˘_j + n − j. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ i_1 ¿ i_2 ¿ : : : ¿ i_n. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1.4) ÒÁŒÎÁ

(1.5) ∑ det(x^{n−j+¯j} i );

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÔÁËÉÍ ÃÅÌÙÍ ¯_j , ÞÔÏ (1.6) ¯_1 ⩾ ˘_1 ⩾ ¯_2 ⩾ ˘_2 ⩾ : : : ⩾ ¯_n ⩾ ¯_n:

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÐÏ ÄÒÕÇÏÍÕ. éÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ I_1 = {(l_1; : : : ; l_n) ∈ I|l_j ¡ i_{j−1}; j = 2; n}, I_2 = I \ I_1. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(1.7) ∑ (l_1;:::;l_n)∈I_2

det(x^{lj}_i ):

íÙ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I_2 ÎÁ ÐÁÒÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ 1.7 ÐÏÌÕÞÁÌÉÓØ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÅÊ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. üÔÏ ÄÁÓÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (1.7).

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (l_1; : : : ; l_n) ∈ I ÌÅÖÉÔ Œ I_2, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ j Ó i_j ⩽ l_{j+1}. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ j | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÁËÏÊ ÉÎÄÅËÓ. ðÕÓÔØ (l^′_1; : : : ; l^′_n) | ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ, ÞÔÏ l^′_i = l_i; i ≠ j; j + 1, l^′_{j+1} = l_j ; l^′_j = l_{j+1}. îÁÂÏÒ (l^′_1; : : : ; l^′_n) ÓÎÏŒÁ ÌÅÖÉÔ Œ I_2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ l^′_j ⩾ i_j (ÉÚ ŒÙÂÏÒÁ j), l^′_{j+1} ⩾ i_{j+1} (ÉÚ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ i_j ), i_j ⩽ l^′_{j+1}. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ j | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÎÄÅËÓ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ i_j ⩽ l^′_{j+1}. 3

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (l_1; : : : ; l_n) → (l^′_1; : : : ; l^′_n) ÉÎŒÏÌÀÔÉŒÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I_2 ÎÁ ÐÁÒÙ Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

(2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(1.8) s_˘(1 + x_1) : : : (1 + x_n)´ = det(x^{˘j +n−j}_i + x^{˘j +1+n−j}_i )

ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÕÍÍÏÊ ∑ ¯ s_¯´, ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ ¯, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË Ë ˘, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÉÚ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÌÅÖÁÌÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÅ. òÁÚÌÏÖÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (1.8) Œ ÓÕÍÍÕ 2^n ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØÀ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ. äÌÑ ÎÁÂÏÒÁ (k_1; : : : ; k_n) ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ det(x^{kj +˘j +n−j}_i ) ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ (˘_1 +k_1; ˘_2+k_2; : : : ; ˘_n+k_n) ÂÕÄÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ àÎÇÁ. óÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ ÐÏÌÉÎÏÍ ûÕÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ´). œÓÅ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÓÕÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ, ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÐÏÌÕÞÉÔØ. □

ðÒÉÍÅÒ 11. ðÕÓÔØ n = 5. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ s_{(3;2;1}2_)h_2; s_{(3;2;1}2_)e_2.

s_{(3;2;1}2_)h_2 = s_{(5;2;1}2_) + s_{(4;3;1}2_) + s_{(4;2}2_{;1)} + s_{(4;2;1}3_) + s_{(3}2_{;2;1)} + s_{(3}2_{;1}3_) + s_{(3;2}2_{;1}2_) + s_{(3;2}3_). s_{(3;2;1}2_)e_2 = s_{(4;3;1}2_) + s_{(4;2}2_{;1)} + s_{(4;2;1}3_) + s_{(3}2_{;2;1)} + s_{(3}2_{;1}3_) + s_{(3;2}2_{;1}2_) + s_{(3;2}3_).

1.3. ôÏÖÄÅÓÔŒÏ ëÏÛÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12. äÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n; y_1; : : : ; y_n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÒÑÄÏŒ Œ K[[x_1; : : : ; x_n; y_1; : : : ; y_n]] (1.9) ∑ ˘ s_˘(x)s_˘(y) = det((1 − x_iy_j )^{−1})_{i;j=1;n}=(´(x)´(y)) = 1 ∏ i;j (1 − x_iy_j ) = ∑ ˘ h_˘(x)m_˘(y):

úÄÅÓØ ÓÉÍŒÏÌ x Œ ÓËÏÂËÁÈ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÓÕÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÏÔ x_i, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ y. óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ, ÓÏÓÔÏÑ- ÝÉÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ n ÓÔÒÏË.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ^{1∏}_{i;j (1−xiyj )} =

∏_n

j=1( ∑_∞ i=0 h_i(x)y^i_j) (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 9). ðÅ- ÒÅÍÎÏÖÉŒ É ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁŒ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ h_˘′ (x), ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 1 ∏ i;j (1 − x_iy_j ) = ∑ ˘ h_˘(x)m_˘(y):

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ∑ ˘ s_˘(x)s_˘(y) = det((1 − x_iy_j )^{−1})_{i;j=1;n}=(´(x)´(y))

òÁÓÐÉÛÅÍ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ det((1 − x_iy_j )^{−1}) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÁË ÒÑÄÙ ÏÔ x_iy_j . ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ y^{i1}_1 : : : y^{in}_n Ó i_1; : : : ; i_n Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÒÑÄÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ y^{i1}_1 , ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ | Ó ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ y^{i2}_2 É Ô.Ä. üÔÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ŒÙÎÅÓÕÔÓÑ É ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÎÙÊ det(x^{ij}_i )_{i;j=1;n}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

(1.10) det((1 − x_iy_j )^{−1}) = ∑ i_1¿i_2 ¿:::¿i_n

det(x^{ij}_i )f_{i1 ;:::;in} (y)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f_{i1;:::;in} ÏÔ y_1; : : : ; y_n. œÙÑÓÎÉÍ ÞÅÍÕ ÒÁŒÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_{i1;:::;in} . ïÎ ÒÁŒÅÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ Œ ÒÑÄÅ det((1 − x_iy_j )^{−1}) ÐÒÉ ÍÏÎÏÍÅ x^{i1}_1 : : : x^{in}_n (ÉÂÏ ŒÓÅ ÍÏ- ÎÏÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ det(x^{ij}_i ) ÓÕÔØ x^{i1}_{œ(1)} : : : x^{in}_{œ(n)} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ œ). ðÏÓËÏÌØËÕ 4

det((1−x_iy_j )^{−1}) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x; y, ÔÏ f_{i1;i2;:::;in} ÒÁŒÅÎ det(y^{ij}_i ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, det((1 − x_iy_j )^{−1}) = ∑ i_1¿i_2 ¿:::¿i_n

det(x^{ij}_i ) det(y^{ij}_i ):

òÁÚÄÅÌÉŒ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ´(x)´(y), ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(1.11) det((1 − x_iy_j )^{−1})_{i;j=1;n} =

´(x)´(y) ∏ i;j (1 − x_iy_j ) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. äÌÑ n = 1 ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ŒÙÞÔÅÍ ÐÅÒŒÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. îÁ ÍÅÓÔÅ i; j c i ¿ j ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 1 − x_iy_j − 1 1 − x_1y_j = y_j (x_i − x_1) (1 − x_1y_j )(1 − x_iy_j ) : œÙÎÅÓÅÍ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (1 − x_1y_j )^{−1} ÉÚ j-ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É x_i − x_1 ÉÚ i-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÉ (i; j) ÄÌÑ i ¿ 1 | ÄÒÏÂØ

y_j 1−x_iy_j . œÙÞÔÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒŒÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÚ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ. œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

(1; 0; 0; : : : ; 0), Á Œ ÐÏÚÉÃÉÉ (i; j) Ó i; j ¿ 1: y_j 1 − x_iy_j − y_1 1 − x_iy_1 = y_j − y_1 1 − x_iy_1 1 1 − x_iy_j : œÙÎÅÓÅÍ ÏÂÝÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

det((1 − x_iy_j )^{−1})_{i;j=1;n} =

= (1 − x_1y_1)^{−1}( n∏ i=2 (x_1 − x_i)(y_1 − y_i)(1 − x_1y_i)^{−1}(1 − x_iy_1)^{−1}) det((1 − x_iy_j )^{−1})_{i;j=2;n}: □

5