ìåëãéñ 12

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ 1 1.1. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ 1 1.2. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ 2 1.3. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ É ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ 3 1.4. R[x_1; : : : ; x_n]^{Sn} -ÍÏÄÕÌØ R[x_1; : : : ; x_n] 6

1. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ

1.1. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ e_i; i = 1; n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ m_˘, ÇÄÅ ˘ | ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÉÚ m ËÌÅÔÏË Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÓÔÒÏËÁÍÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÍÏÄÕÌÅ R[x_1; : : : ; x_n]^{Sn}_m ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ m. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÍÅÅÍ p_n(m) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ e_˘′ , ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÅÍÉ ÖÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ. ðÕÓÔØ a_{˘¯} | ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ R, ÞÔÏ e_˘′ = ∑ ¯ a_{˘¯}m_¯.

ôÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ e_˘′ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍ- ÍÁÍÉ ˘ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ ÍÏÄÕÌÅ R[x_1; : : : ; x_n]^{Sn}_m . äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a_{˘¯} ≠ 0 ŒÌÅÞÅÔ ¯ ⩽ ˘ É ÞÔÏ a_{˘˘} = 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m_˘ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ e_¯. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ- ÓËÉ ÐÏ ÕÂÙŒÁÎÉÀ: ˘_1; : : : ; ˘_N . íÁÔÒÉÃÁ (a_{˘i˘j} ) ÂÕÄÅÔ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

œŒÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÏÎÏÍÏŒ x^{i1}_1 : : : x^{in}_n Ó i_1 + : : : + i_n = m: x^{i1}_1 : : : x^{in}_n ⩽ x^{j1}_1 : : : x^{jn}_n , ÅÓÌÉ

∑_d k=1 i_k ⩽

∑_d k=1 j_k ÄÌÑ d = 1; n. ïÞÅŒÉÄÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ m_1 ⩾ m_2; m_3 ⩾ m_4, ÔÏ m_1m_3 ⩾ m_2m_4. åÓÌÉ ÖÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ m_1m_3 = m_2m_4, ÔÏ m_1 = m_2; m_3 = m_4.

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍ x^{˘1}_1 : : : x^{˘n}_n ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏŒ Œ m_˘, É ÞÔÏ m_˘ ⩾ m_¯ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x^{˘1}_1 : : : x^{˘n}_n ÂÏÌØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÚÁÐÉÓØ m_¯.

éÚ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍ x^{˘1}_1 x^{˘2}_2 : : : x^{˘n}_n ŒÈÏÄÉÔ Œ e_˘′ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1, É ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÜÔÏÇÏ. œ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÐÏÍÏÖÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ f; g | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ k; l, f = ∑ i_1 +:::+i_n=k

a_{i1;i2:::;in} x^{i1} x^{i2} : : : x^{in} ; g = ∑ i_1+:::+i_n=k

b_{i1 ;i2:::;in} x^{i1} x^{i2} : : : x^{in}

É ÍÏÎÏÍÙ m_f ; m_g | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ f É g, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ c_f ; c_g (Ô.Å. ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ). ôÏÇÄÁ ÍÏÎÏÍ m_f m_g ŒÈÏÄÉÔ Œ fg Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ c_f c_g. åÓÌÉ c_f c_g ≠ 0 | ÔÏ ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÍÏÎÏÍ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ Œ fg.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ. □ 1

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÍÏÎÏÍ Œ e_˘′ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÍÏÎÏÍÏÍ Œ e_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ x_1x_2 : : : x_i É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ e_˘′ = e_˘′_1 e_˘′_2 : : : e_˘′_m (ÓËÁÖÅÍ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÉ x_1 Œ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÍÏÎÏÍÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ˘^′_m ¿ 0, Ô.Å. ˘_1, ÐÒÉ x_2 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ˘^′_m ¿ 1, Ô.Å. ˘_2, É Ô.Ä.). □

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ e_i. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÂÅÒÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÉŒÁÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ àÎÇÁ (ÉÌÉ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ) ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ f = ∑ a_im_{˘i} Ó a_1 = : : : = a_i = 0; a_{i+1} ≠ 0. õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f − a_ie_˘′_i ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ m_{˘1} ; : : : m_{˘i+1} ÒÁŒÎÙ 0. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

1.2. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. œÙŒÅÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. ðÕÓÔØ s_˘ = ∑ ¯ a_{˘¯}m_¯ | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÂÁÚÉÓÕ. ôÏÇÄÁ h_˘ = ∑ a_{¯˘}s_¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ∑ ˘ s_˘(x)s_˘(y) = ∑ ˘ h_˘(x)m_˘(y):

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÅ ∑ ˘ h_˘(x)m_˘(y) = ∑ ˘ s_˘(x)( ∑ ¯ a_{˘¯}m_¯(y)) = ∑ ˘ ( ∑ ¯ a_{¯˘}s_¯(x))m_˘(y):

œÔÏÒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÐÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. óÒÁŒ- ÎÉŒ ÔÅÐÅÒØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ m_˘(y) Œ ËÒÁÊÎÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. □

äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ m ËÌÅÔÏË Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÙÈ ˘: m_˘, e_˘′ , h_˘, s_˘. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ R-ÍÏÄÕÌÅ R[x_1; : : : ; x_n]^œ_m. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÄŒÁ ÔÏÖÅ.

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕŒÉÄÅÔØ, ŒŒÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ˘; ¯ | ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË. ðÏ- ÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅÊ àÎÇÁ ÔÉÐÁ ¯ ÎÁ ˘ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ˘, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÁÑ ¯_1 ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ, ¯_2 ÄŒÏÊËÁÍÉ É Ô.Ä. ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÌÉ, Á ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ŒÏÚÒÁÓÔÁÌÉ ÎÅÓÔÒÏÇÏ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÁÂÌÉÃ ÔÉÐÁ ¯ ÎÁ˘ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ K_{˘¯} É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ëÏÓÔËÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ ëÏÓÔËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K_{˘˘} = 1, É ÞÔÏ K_{˘¯} ≠ 0, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ¯ ⩽ ˘. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒŒÙÅ i ÞÉÓÅÌ Œ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ Œ ÐÅÒŒÙÈ i ÓÔÒÏËÁÈ (ÉÂÏ ÐÏ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K_{˘¯} ¿ 0 ⇒ ˘ ⩾ ¯. ôÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ K_{˘˘} ⩽ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ ÎÅ ÕÂÙŒÁÀÔ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ˘ ⩾ ¯ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÔÉÐÁ ¯ ÎÁ ˘: ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ É ŒÙÐÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ É ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. (1) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ˘

(1.1) h_˘ = ∑ K_{¯˘}s_¯:

(2) äÌÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ˘ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ

(1.2) e_˘ = ∑ K_{¯˘}s_¯′ : 2

óÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ ¯ ÉÚ |˘| ËÌÅÔÏË Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÓÔÒÏËÁÍÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÐÕÎËÔÅ 1 ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 10 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, h_˘ = h_{˘1} : : : h_{˘k} . ðÏ ÐÅÒŒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ðØÅÒÉ, ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ûÕÒÁ s_¯, ÇÄÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ¯ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ˘_2 ËÌÅÔÏË Ë ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ (˘_1), ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÄŒÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÚÁÔÅÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ Ë ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ˘_3 ËÌÅÔÏË Ó ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ. ëÒÁÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ s_¯ Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÓÔÉ ÔÁËÉÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ¯. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: Œ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ ˘_1 ËÌÅÔÏË ÍÙ ÓÔÁŒÉÍ 1, Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÛÁÇÅ ˘_2 ËÌÅÔÏË | 2, Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ˘_3 | 3 É Ô.Ä. ô.Å. ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏ- ÂÁŒÌÅÎÉÊ ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÏÌÕÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ àÎÇÁ ÎÁ ¯ ÔÉÐÁ ˘. üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1.2) ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ É ÔÅÍ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ËÌÅÔËÉ Ë ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÅ ¯ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ, ÜÔÏ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ËÌÅÔËÉ Ë ¯^′ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ (ÉÂÏ ÓÔÒÏËÉ ¯^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÔÏÌÂÃÁÍ ¯ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ). □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 6. îÁÂÏÒÙ h_˘; s_˘ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ Œ R[x_1; : : : ; x_n]^{Sn}_˘ . éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ s_˘ = ∑ ¯ K_{˘¯}m_¯.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÏ, ÞÔÏ s_˘ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (1.2). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, e^′_˘ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ, Á ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÅÓÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÓÔÏÌÂÃÁÍÉ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ, ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÎÉÖÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ h_˘ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ s_¯ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÅ s_˘ Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ m_¯ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (1.1) É ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 3. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (1.1) (ÇÄÅ ˘ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ) ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ (ÓÍ. ŒÙÛÅ). ðÏÜÔÏÍÕ h_˘ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. □

1.3. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ É ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ. ðÕÓÔØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ K[X]; f =

∑_n i=0 a_ix^i; a_n ≠ 0. éÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ f = a_n

∏_n i=1(x − x_i). óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÏÓÉÔ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ œÉÅÔÁ. äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÎÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ÓËÏÂÏË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. e_i(x_1; : : : ; x_n) = (−1)^{i an−i}_{an} (ÚÄÅÓØ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ e_0 = 1). œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ x^n_i −e_1(x_1; : : : ; x_n)x^{n−1}_i +: : :±e_n(x_1; : : : ; x_n) = 0. äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

D(f) = a^{2n−2}_n ∏ i¡j (x_i − x_j )^2:

üÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_i. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 7, ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ a^{2n−2}_n P (^{a0}_{an} ; : : : ;^{an−1}_{an} ), ÇÄÅ P | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ f. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

ðÕÓÔØ g =

∑_m i=0 b_mx^i; b_m ≠ 0 | ÅÝč ÏÄÉÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ g = b_m

∏_m i=1(x−y_i).

òÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f; g ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ

Res(f; g) = a^m_n b^n_m ∏ i;j (x_i − y_j ): 3

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

Res(f; g) = a^m_n n∏ i=1 g(x_i);

(1.3)

Res(f; g) = (−1)^{mn}b^n_m m∏ j=1 f(x_j ):

(1.4)

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Res(f; g) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f; g ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ.

òÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ A = K[a_n; b_m; x_1; : : : ; x_n; y_1; : : : ; y_m]. éÚ (1.3) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a_n; b_0; : : : ; b_m; x_1; : : : ; x_n (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ a_0; : : : ; a_{n−1} | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ a_n; x_1; : : : ; x_n). éÚ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y_1; : : : ; y_m Ó ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ K[a_n; b_m; x_1; : : : ; x_n] , ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ïÔ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ x_1; : : : ; x_n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Res(f; g) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a_n; b_0; : : : ; b_m;^{a0}_{an} ; : : : ;^{an−1}_{an} . ôÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÍÏÎÏÍÏŒ ÏÔ a_i; b_j, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ- ÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÒÉ a_n. œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ (1.4), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Res(f; g) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a_n; a_{n−1}; : : : ; a_0; b_m;^{bm−1}_{bm} ; : : : ;^{b0}_{bm} . œÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÏÎÏÍÏŒ, ŒÙŒÏÄÉÍ, ÏËÏÎÞÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ a_i; b_j .

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÅÔ (ÎÅÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ) ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÁ É ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. œÏ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

Res(f; g) = det a_n a_{n−1} : : : a_0 0 : : : 0 0 a_n a_{n−1} : : : a_0 0 : : : 0 : : :

0 : : : 0 a_n a_{n−1} : : : a_0 b_m b_{m−1} : : : b_0 0 : : : 0 0 b_m b_{m−1} : : : b_0 : : : 0 : : :

0 : : : 0 b_m b_{m−1} : : : b_0

(1.5)

D(f) = (−1)^{n(n−1)2} Res(f; f^′)=a_n:

(1.6)

œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ (1.5) ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÁ m + n, Œ ÐÅÒŒÙÈ m ÓÔÒÏËÁÈ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f, Œ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ n | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ´. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ´=(a^m_n b^n_m) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_i; y_j . äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Res(f; g)=(a^m_n b^n_m). òÁÚÄÅÌÉŒ ÐÅÒŒÙÅ m ÓÔÒÏË ÎÁ a_n, Á ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÎÁ b_m ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a_n = b_m = 1. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ´ = 0, ÅÓÌÉ x_i = y_j , Ô.Å. ÅÓÌÉ x_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g. ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÎÁÛ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÑÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. ðÒÉÂÁŒÉÍ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ÐÅÒŒÙÊ ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ x_i. úÁÔÅÍ ÐÒÉÂÁŒÉÍ Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ ŒÔÏÒÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ x_i É Ô.Ä. ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅ- ÎÉÑ Ë m + n-ÏÍÕ ÓÔÏÌÂÃÕ m + n − 1-ÏÇÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ x_i. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÉÔ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÔÏÌÂÃÅ. äÌÑ j ⩽ m ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ j-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÔÏÉÔ x^{m−j}_i f(x_j ) = 0. äÌÑ j ¿ m: x^{m+n−j}_i g(x_i). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ g(x_i) = 0, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎ 0.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ´=Res(f; g) ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_i; y_j . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ (ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ) ÐÏ x_i É ÐÏ y_j . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÍ. ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ŒÙÛÅ, ÏÎ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÏÔ^{ai}_{an} ;^{bj}_{bm} ; i ¡ n; j ¡ m. ïÔÓÀÄÁ, ŒÙÎÅÓÑ a_n; b_m ÉÚ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ, ÉÍÅÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 4

a^k_nb^l_m´ = P Res(f; g), ÇÄÅ P | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a_i; b_j ÓÔÅÐÅÎÉ k; l, ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÊ Ó a_m; b_n Á k; l ⩾ 0.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Res(f; g), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ a_i; b_j ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a_n. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ K[a_n; b_m; b_{m−1}; : : : ; b_0; x_1; : : : ; x_n]. Res(f; g) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

∏_n

i=1 g(x_i), Ô.Å. ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ a_n, É ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÄÅ- ÌÉÔÓÑ ÎÁ a_n. åÓÌÉ ÂÙ ÞÁÓÔÎÏÅ Res(f; g)=a_n ÂÙÌÏ ÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ a_i; b_j , ÔÏ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ É ÏÔ a_n; b_j ; x_i. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

éÔÁË, k = l = 0 É P = const. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ´ = Res(f; g) ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÒÁŒÎÉÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ b^n_0 a^m_n Œ Res(f; g) É ´ (ÏÂÁ ÒÁŒÎÙ 1).

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1.6). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ f^′(x) = a_n ∑ i(x− x_1) : : : (x − x_{i−1})(x − x_{i+1}) : : : (x − x_n). ðÏÜÔÏÍÕ

Res(f; f^′) = a^{n−1}_n n∏ i=1 f^′(x_i) = a^{2n−1}_n n∏ i=1 (x_i − x_1) : : : (x_i − x_{i−1})(x_i − x_{i+1}) : : : (x_i − x_n) =

= a_n(−1)^{n(n−1)=2}D(f): □ äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÕÍÅÓÔÎÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ n. éÍÅÎÎÏ, ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ∑_n

i=0 a_ix^iy^{n−i} ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

∑_n i=0 a_ix^i. ìÀÂÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ:

f(x; y) = n∏ i=1 (ff_ix − fi_iy);

ÇÄÅ ÐÁÒÙ (ff_i; fi_i) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÏ 1.

äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ

(1.7) D(f) = ∏ i¡j (ff_ifi_j − fi_iff_j )^2:

îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ D(f) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒ (ff_i; fi_i), É ÞÔÏ ÐÒÉ a_n = ff_1 : : : ff_n ≠ 0, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏ Ó ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ŒÙÛÅ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ x_i =^{fii}_{ffi} ). ôÏÞÎÅÅ, ÏÂÁ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÓÕÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ a_0; : : : ; a_n.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÂÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n | ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ, Á M | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ n × n-ÍÁÔÒÉÃÁ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ K. íÁÔÒÉÃÅ M = (m_{ij} ) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ œ_M : K[x_1; : : : ; x_n] → K[x_1; : : : ; x_n], f(x_1; : : : ; x_n) = f(m_{11}x_1 + : : : + m_{1n}x_n; : : : ; m_{n1}x_1 + : : : + m_{nn}x_n). ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ œ_M | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ K[x_1; : : : ; x_n], ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. éÚ ÐÒÁŒÉÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ œ_{M1M2} = œ_{M2} œ_{M1} . ðÏÜÔÏÍÕ œ_M | ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÒÉÃÕ M ∈ SL_2(K). íÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÌÉ- ÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ œ_M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K[x; y]_n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ SL_2-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔØÀ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9. D(f) = D(œ_M f) ÄÌÑ ŒÓÅÈ M ∈ SL_2(K).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ:

œ_M f = n∏ i=1 œ_M (ff_ix − fi_j y) = n∏ i=1 ((m_{11}ff_i − m_{21}fi_i)x − (m_{22}fi_i − m_{12}ff_i)y) 5

éÚ (1.7) ÉÍÅÅÍ

D(œ_M f) = ∏ i¡j ((m_{11}ff_i − m_{21}fi_i)(m_{22}fi_j − m_{12}ff_j ) − (m_{11}ff_j − m_{21}fi_j )(m_{22}fi_i − m_{12}ff_i))^2 = = ∏ i¡j ((m_{11}m_{22} − m_{12}m_{21})(ff_ifi_j − fi_j ff_i))^2 = D(f): □ ðÁÆÏÓ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÏŒ. îÁ K[x; y]_n ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÁÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÚÎÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ n+1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÂÒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÚÁÍÅÎÙ, ÔÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅÔ (ÐÒÉÞÉÎÁ: Œ ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ "ÂÌÉÚËÉÅ" Ë 0, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÎÁ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ Œ ÔÏÞËÅ 0). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÕÍÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÍÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÉÓ- ËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÎÔ ÄŒÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÚÁÍÅÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10. ðÒÉ char K ≠ 2 ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏÍ Œ K[a_n; : : : ; a_0].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ ÐÕÓÔØ D(f) := D = P Q, ÇÄÅ deg P; deg Q ¿ 0. œÏÓ- ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ŒŒÅÄÅÎÎÙÍÉ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÐÕÎËÔÁ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ D(f); P; Q ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ K[a_n; x_1; : : : ; x_n]. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (x_i − x_j )|P . ðÏÓËÏÌØËÕ P | ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x_i, ÔÏ ∏ i¡j (x_i − x_j )|P . íÙ ŒÉÄÉÍ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ (x_i − x_j) ̸|Q ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; j. éÎÁÞÅ ∏ i¡j (x_i − x_j)|Q É P = a^k_n ∏ i¡j (x_i − x_j ). üÔÏ ÄÁÅÔ, ÞÔÏ P ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÐÏ x_i. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Q = a_n. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a_0 = ±a_nx_1 : : : x_n ÎÅ ÄÅÌÉÔ D, ÉÂÏ x_1 : : : x_n ÎÅ ÄÅÌÉÔ ∏ i¡j (x_i − x_j )^2.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. òÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ M = ( 0 1 −1 0 ) ∈ SL_2(K). ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ œ_M ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ K[x; y]_n

Œ ÂÁÚÉÓÅ v_i = x^iy^{n−i}; i = 0; n ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ~M ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ e_i É e_{n−i} (É ÍÅÎÑ- ÀÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÎÁËÉ, ÎÏ ÎÁÍ ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ œ_{~M} ÁÌÇÅÂÒÙ K[a_0; : : : ; a_n]. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ œ_{~M} D = D. ðÏÜÔÏÍÕ a_0 = ±œ_{~M} a_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ D, ÞÔÏ ÎÅ ÔÁË. □

1.4. R[x_1; : : : ; x_n]^{Sn} -ÍÏÄÕÌØ R[x_1; : : : ; x_n].

ôÅÏÒÅÍÁ 11. R[x_1; : : : ; x_n] | ÓŒÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ ÎÁÄ R[x_1; : : : ; x_n]^{Sn} ÒÁÎÇÁ n!. âÁÚÉÓ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÏÎÏÍÙ x^{i1}_1 x^{i2}_2 : : : x^{in−1}_{n−1} Ó 0 ⩽ i_j ⩽ n − j; j = 1; n − 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÏÎÏÍ ËÁË-ÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ÔÒÅÂÕÅÍÏÍ ŒÉÄÅ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ¡ m É ÐÕÓÔØ i_1 + : : : + i_n = m, Á P = x^{i1}_1 : : : x^{in}_n .

ðÕÓÔØ P | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÏÎÏÍÁÈ (ÍÏ- ÎÏÍ x^{i1}_1 : : : x^{in}_n ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ ÍÏÎÏÍÁ x^{j1}_1 : : : x^{jn}_n , ÅÓÌÉ i_1 = j_1; : : : ; i_{l−1} = j_{l−1}; i_l ¿ j_l), ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÉÄÅ. ðÕÓÔØ j ÔÁËÏŒÏ, ÞÔÏ i_j ¿ n−j. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ œÉÅÔÁ,

x^{n−j+1} j = j∑ i=1 (−1)^{i−1}e_i(0; : : : ; 0; x_j ; : : : ; x_n)x^{n−j+1−i}_j : 6

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ P − j∑ i=1 (−1)^{i−1}e_iP=x^i_j

œÓÅ ÍÏÎÏÍÙ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÜÔÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ (P=x^i_j )x_{j1} : : : x_{ji} , ÇÄÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ j_1; : : : ; j_k ÍÅÎØÛÅ j, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ P . ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, P_j =x^i_j ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ Œ ÔÒÅÂÕÅÍÏÍ ŒÉÄÅ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ŒÙÂÏÒÏÍ P .

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ŒÉÄÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÎÅ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ a_{i1;:::;in} c 0 ⩽ i_j ⩽ n − j, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ i_1;:::;i_n

x^{i1}_1 : : : x^{in}_n a_{i1;:::;in} = 0:

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m ∈ {0; : : : ; n}: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ j_{m+1}; : : : ; j_n ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ ŒÅÒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ i_1;:::;i_m

x^{i1}_1 : : : x^{im}_m a_{i1;:::im;jm+1 ;:::;jn} = 0:

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ m = 0 ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ŒÓÅÈ a_{:::} Œ 0. âÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ (m = n) Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÅÓÔØ.

ûÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ: ÐÕÓÔØ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ m. äÌÑ j ∈ {0; : : : ; n − m + 1} ÐÏÌÏÖÉÍ

A_j = ∑ i_1;:::;i_m

x^{i1}_1 : : : x^{im−1}_{m−1} a_{i1;:::im−1 ;j;jm+1;:::;jn} :

éÍÅÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ_{n−m+1} ∑ j=0 x^j_mA_j = 0:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÙ A_j ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_m; : : : ; x_n, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÓÕÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÏŒ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÏÌÕÞÁÅÍ n − m + 1 ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ n−m+1∑

j=0 x^j_i A_j = 0; i = n; m:

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ œÁÎ ÄÅÒ íÏÎÄÁ ´_{n−m+1}. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ´_{n−m+1}A_j = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ´_{n−m+1} ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÎÕÌÑ Œ R[x_1; : : : ; x_n], ÐÏÌÕÞÁÅÍ A_j = 0. üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. □

7