úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÇÒÕÐÐ Ë 12 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 2005 1. ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ g_1; : : : ; g_N .

óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ g ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x_g É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ D := det ( x_{gigj}

)_N

i;j=1.

òÁÚÌÏÖÉÔÅ ÅÇÏ ÎÁ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ: ðÕÓÔØ ^G = {ß_1; : : : ; ß_n} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ G, a ”(G) | ÚÎÁË ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ g → g^{−1}. ôÏÇÄÁ

D = ”(G) ∏ ı∈Ĝ det (∑ g∈G x_gß(g)

)_{deg ı}

, ÐÒÉÞÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ det (∑ g∈G x_gß(g) ) ÕÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍ.

2. a) ðÕÓÔØ X_1; X_2 | ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G, É C [X_1 ]; C [X_2 ] | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ G Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ c(X_1; X_2) = dim Hom_G(C [X_1 ]; C [X_2 ]).

õËÁÚÁÎÉÅ: œÓÑËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ A : f(x_1) → h(x_2) := ∑ x_1 ∈X_1 a(x1; x2)f(x1) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (\ÑÄÒÁ") a ÎÁ X1 ×X2.

ïÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÍ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ a(gx_1; gx_2) = a(x_1; x_2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, c(X_1; X_2) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ G ÎÁ X_1 × X_2.

b) ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ X_1; X_2 | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Ô.Å. X_1 = G=H_1; X_2 = G=H_2. ôÏÇÄÁ C [X_i ] = Ind^G_{Hi} C . äÏËÁÖÉÔÅ ÅÝÅ, ÞÔÏ c(X_1; X_2) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÏÒÂÉÔ H_1 ÎÁ G=H_2, Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÕ ÄŒÏÊÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ H_1\G=H_2.

c) ðÕÓÔØ Reg | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G×G Œ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÁ G, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÀ (g_1; g_2) : g → g_1gg^{−1}_2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim Hom_{G×G}(Reg; Reg) ÒÁŒÎÏ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÉÓÌÕ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ Œ G, Á Ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÉÓÌÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ G.

3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ff = (ff_1; : : :); fi = (fi_1; : : :) ÞÉÓÌÁ n. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ff ≥ fi, ÅÓÌÉ ∀ m :

∑_m i=1 ff_i ≥

∑_m j=1 fi_j . ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ≤ 5, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n; É ÐÒÅÄSSÑŒÉÔÅ ÄŒÁ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ n = 6.

4. óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ff ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C_¸ ÎÉÌØÐÏÔÅÎÔÎÙÈ n × n ÍÁÔÒÉÃ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÖÏÒÄÁÎÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÉÍÅÀÔ ÂÌÏËÉ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ff_1; : : :. œ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ C^{n2} ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ- ÚÁÍËÎÕÔÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ⋃ ˛≤¸ C_˛ .

5. ðÕÓÔØ ff^∗ | ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (ÅÇÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ff). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ff ≥ fi ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ff^∗ ≤ fi^∗.

õËÁÚÁÎÉÅ: Á) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ff É fl ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ (Ô.Å. ff ¿ fl, ÎÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ffi Ô.Þ. ff ¿ ffi ¿ fl), ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ fl ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ff ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÅÍ 1

2 ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔÏÞËÉ ÎÁ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ÀÇÏ-ÚÁÐÁÄ. b) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff ¿ fl | ÂÌÉÖÁÊÛÉÅ ÓÏÓÅÄÉ, ÔÏ ff^∗ ¡ fl^∗.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ S_5 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ P GL_2(F_5 ) (Ô.Å. ÆÁËÔÏÒÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃ ÐÏ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ).

õËÁÚÁÎÉÅ: éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ P GL_2(F_5 ) ÎÁ F_5 P^1 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÑÍÙÈ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_5 .

7. a) ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ 7 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ S_5. õËÁÚÁÎÉÅ: üÔÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÏÂÙÞÎÏÅ 4-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ, ÅÇÏ ŒÎÅÛÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔ; ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ P GL_2(F_5 ) Œ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÁ F_5 P^1 Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ; Á ÔÁËÖÅ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÎÁ ÚÎÁËÏŒÏÅ. b) ëÁËÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ ÜÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ? Ó) ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ S_3; S_4, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚ- ÂÉÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍ ÏÔŒÅÞÁÀÔ.

õËÁÚÁÎÉÅ: S_3 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ S_4 ÐÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ëÌÑÊÎÁ. d) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ n ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ n − 1-ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S_n ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ (n − 1; 1).