úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÇÒÕÐÐ Ë 7 ÎÏÑÂÒÑ 2005 1. ðÕÓÔØ (V_1; Q_1); (V_2; Q_2) | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ≠ 2 c ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÆÏÒ- ÍÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ V_1 ⊕ V_2 ÔÏÖÅ ÓÎÁÂÖÅÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ Q_1 ⊕ Q_2 (ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ). çÒÕÐÐÏÊ œÉÔÔÁ W itt(k) ÐÏÌÑ k ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÁ ÇÒÕÐÐÁ Ó ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÉÍÉ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÐÁÒ (V; Q), É ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑÍÉ [V_1 ⊕ V_2; Q_1 ⊕ Q_2] = [V_1; Q_1] + [V_2; Q_2], a ÔÁËÖÅ [k^2; h] = 0, ÇÄÅ h(x_1; x_2) = x_1x_2 | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ. œÙÞÉÓÌÉÔÅ W itt(C ) É W itt(R).

2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÂÁÚÉÓÅ k^n ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Q ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Q(x_1; : : : ; x_n) = a_1x^2_1 + : : : + a_nx^2_n. b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ŒÅËÔÏÒÅ Q ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ d ≠ 0, ÔÏ Œ ÐÕÎËÔÅ Á) ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ a_1 = d. c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ Q ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0, ÔÏ Œ ÐÕÎËÔÅ Á) ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ a_1 = 1; a_2 = −1.

3. ðÕÓÔØ k = F_q , Á Q | ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ dim V ≥ 2, a d ≠ 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ v ∈ V Ô.Þ. Q(v) = d. b) ÅÓÌÉ dim V ≥ 3, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ 0 ≠ v ∈ V Ô.Þ. Q(v) = 0.

4. ðÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ k = F_q . ðÕÓÔØ ” ∈ F_q | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅŒÙ- ÞÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ F^n_q ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÌÉÂÏ x^2_1 + : : : + x^2_{n−1} + x^2_n, ÌÉÂÏ x^2_1 + : : : + x^2_{n−1} + ”x^2_n.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ œÉÔÔÁ W itt(F_q ) ÒÁŒÎÁ Z=2Z⊕ Z=2Z, ÅÓÌÉ q = 1 (mod 4), ÉÌÉ ÖÅ ÒÁŒÎÁ Z=4Z, ÅÓÌÉ q = 3 (mod 4).

6. ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ F_q , a V^∨ | ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ : F_q → C^∗ . äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C [V ] ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ æÕÒØÅ ^f ∈ C [V^∨] ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ^f (¸) = √ ]V^{−1} ∑ v∈V f(v)⟨v; ¸⟩.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ^f(v) = f(−v). b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∑ v∈V |f(v)|^2 = ∑ ∈V^∨ | ^f(¸)|

2 (ÆÏÒÍÕÌÁ ðÌÁÎÛÅ- ÒÅÌÑ).

Ó) ðÕÓÔØ T_v : C [V ] → C [V ] | ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÓÄŒÉÇÁ T_vf(w) = f(v + w). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ^T_{−v} f(¸) = ⟨v; ¸⟩ ^f (¸) É ^⟨?; ¸⟩f = T ^f.

7. œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 6 ÄÌÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Q ÎÁ V ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ˘_Q(v) = (^1_2 Q(v)). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔ V É V^∨ (Á ÉÍÅÎÎÏ, v → ¸_v , ÇÄÅ ¸_v (w) = B(v; w)

| ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÁÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Q, Ô.Å. B(v; w) :=^1_2 (Q(v + w) − Q(v) − Q(w)) | ÐÏÌÑ- ÒÉÚÁÃÉÑ Q).

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ V = F_q É Q(x) = ax^2, ÔÏ ^˘_a = `_a˘_{−a}−1 , ÇÄÅ `_a | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÒÁŒÎÁÑ √ q^{−1} ∑ y∈F_q ( a 2 y^2).

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `_a`_a = 1 É `_a`_{−a}−1 = 1 = `_a`_{−a}. c) äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ V , ÏÂÒÁÔÉŒ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Q : V → V^∨, ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ŒÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÐÑÔØ ËÁË ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Q^{−1} ÎÁ V^∨ (ÅÓÌÉ Q ÉÍÅÌÁ ŒÉÄ a_1x^2_1 + : : : + a_nx^2_n, ÔÏ Q^{−1} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ a^{−1}_1 y^2_1 + : : : + a^{−1}_n y^2_n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ^˘_Q = `_Q˘_{−Q}−1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ `_Q ∈ C^∗ , ÐÒÉÞÅÍ |`_Q| = 1.

d) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Q → `_Q ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÁ W itt(F_q ) → C^∗ . e)^∗ äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ `_a`_b = `_1`_{ab}.