úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÇÒÕÐÐ Ë 14 ÎÏÑÂÒÑ 2005 1. ãÅÌØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ | ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÇÒÕÐÐÙ SL(2; F_q ) ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ q. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑ- ÖÅÎÎÏÓÔÉ. åÓÔØ ÄŒÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ

ÜÌÅÍÅÎÔÕ: c_1 = ( 1 0 0 1 ) É c_2 = ( −1 0 0 −1 ) . åÓÔØ ÄŒÁ ÕÎÉÐÏ-

ÔÅÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏ^{q2−1}_2 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: c_3 = ( 1 1 0 1 ) É c_4 = ( 1 ” 0 1 ) , ÇÄÅ ” | ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅŒÙÞÅÔ. é ÅÝÅ ÄŒÁ ÐÒÏ-

ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ, ÔÏÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏ^{q2−1}_2 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: c_5 = ( −1 −1 0 −1 ) É c_6 = ( −1 −” 0 −1 ) . åÓÔØ^{q−3}_2 ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓ-

ÓÏŒ ŒÉÄÁ ( x 0 0 x^{−1} ) , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏ q(q + 1) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. úÄÅÓØ

x ≠ ±1, É ËÌÁÓÓÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ x É x^{−1}, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÔØ q−1 2 ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÉÄÁ ff, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏ q(q − 1) ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ. úÄÅÓØ ±1 ≠ ff ∈ F^∗_{q2} ; N(ff) = ff · —ff = ff^{q+1} = 1, É ËÌÁÓÓÙ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ff É ff^{−1} = —ff = ff^q , ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ q + 4 ËÌÁÓÓÁ. äÏËÁÖÉÔÅ.

2. œÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ GL(2; F_q ) ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÎÁ SL(2; F_q ) ÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ. äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ É ŒÓÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ óÔÅÊÎÂÅÒÇÁ GL(2; F_q ) ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÉÉ ÎÁ SL(2; F_q ) ÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ St. 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¯ ∈ ^F^∗_q É ¯^2 ≠ 1, ÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÓÅÒÉÉ V_{(—;1)} Ó GL(2; F_q ) ÎÁ SL(2; F_q ) ÎÅÐÒÉŒÏ- ÄÉÍÏ, É ÜÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ¯ ≠ ˚ ≠ ¯^{−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ^{q−3}_2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ V_{(—;1)} ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ q + 1.

4. ðÕÓÔØ W | ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ F_q Ó ÓÉÍ- ÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ⟨; ⟩, ÔÁË ÞÔÏ SL(2; F_q ) | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÊ W , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V_{(—;1)} ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ W − {0} Ô.Þ. f(av) = ¯(a)f(v) (ÚÄÅÓØ a ∈ F^∗_q ). b) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ òÁÄÏÎÁ RTf(v) := ∑ ⟨w;v⟩=1 f(w) ÉÚ

C [W − {0}] Œ ÓÅÂÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É ÞÔÏ RT(V_{(—;1)}) = V_{(—}−1_{;1)}.

c) ðÕÓÔØ ` ∈ ^F^∗_q | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ `^2 = 1. ôÏÇÄÁ RT ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÌÅÔÁÀÝÉÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ V_{(„;1)}. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ Tr(RT) = 0 É RT^2 = `(−1)q (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓËÁÌÑÒ). ôÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_{(„;1)}, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ RT, ÒÁŒÎÙÍ ± √ `(−1)q, ÑŒÌÑÀÔÓÑ SL(2; F_q )- ÐÏÄÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ V^±_{(„;1)} ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ^{q+1}_2 .

d) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ Ó) ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

5. a) ðÕÓÔØ S_q ⊂ F^∗_{q2} | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, Ô.Å. ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ff ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ff · —ff = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÓÅÒÉÉ æ_— (ÚÄÅÓØ ¯ ∈ ^F^∗_{q2} ) Ó GL(2; F_q ) ÎÁ SL(2; F_q ) ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ¯|_{Sq} .

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¯|_{Sq} ≠ ˚|_{Sq} ≠ ¯^{−1}|_{Sq} É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¯^2|_{Sq} ≠ 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ^{q−1}_2 ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ æ_— ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ q − 1.

c) ðÕÓÔØ ø ∈ ^S_q | ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ø^2 = 1 (Á ÔÁËÖÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ F^∗_{q2} ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÓÅÒÉÉ æ_fi Ó GL(2; F_q ) ÎÁ SL(2; F_q ) ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ ÄŒÕÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ æ^±_fi ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ^{q−1}_2 . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÏÐÉÓÁÎÙ ŒÓÅ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ SL(2; F_q ).

6. ôÅÐÅÒØ ÏÐÉÛÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ Ø^±_„ É Ø^±_fi ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ V^±_{(„;1)} É æ^±_fi . a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ É ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÏŒ V_{(„;1)} É æ_fi .

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ø^±_„ (ÓÏÏÔŒ. Ø^±_fi ) ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ c_3 É c_5, a ÔÁËÖÅ c_4 É c_6, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ `(−1) (ÓÏÏÔŒ. ø (−1)). c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ø^±_„ (c_3) = Ø^∓_„ (c_4) É Ø^±_fi (c_3) = Ø^∓_fi (c_4).

d) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ø^±_„ (c_3) =^{1±}

√_{„(−1)q} 2 É Ø^±_„ (c_4) =^{1∓}

√_{„(−1)q} 2 , a Ø^±_fi (c_3) = −1± √_{„(−1)q} 2 É Ø^±_fi (c_4) =^{−1∓}

√_{„(−1)q} 2 .