úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÇÒÕÐÐ Ë 17 ÏËÔÑÂÒÑ 2005 1. ãÅÌØ ÚÁÄÁÞ 1{4 | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏÓÔÉ é. ûÕÒÁ-ç. œÅÊÌÑ:

ÐÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d; ÔÏÇÄÁ Œ V^{⊗n} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ GL_d ×S_n (Ô.Å. ÄÅÊÓÔŒÕÀÔ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÏ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ, GL_d \ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏ" É S_n ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ). õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁË GL_d ×S_n-ÍÏÄÕÌØ, V^{⊗n} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍ- ÍÏÊ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ŒÉÄÁ V_– ⊠ U_– (Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1), ÇÄÅ Õ ˘ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d ÓÔÒÏË. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ n É ˘ ÎÅ- ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ GL_d-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V_– ŒÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔ ŒÓÅ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ GL_d (Ô.Å. ÔÁËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ : GL_d → GL_N , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÙ æ(A) ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ A). äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÌÏÖÉÍ V^{⊗n} ËÁË S_n-ÍÏÄÕÌØ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ V_– ËÁË ËÒÁÔ- ÎÏÓÔØ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ U_– (Ô.Å. V_– = C^{r˘} , ÇÄÅ r_– | ËÒÁÔÎÏÓÔØ. éÌÉ ÅÝÅ V_– = Hom_{Sn} (U_–; V^{⊗n})). ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ A ËÁË ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ Œ End(V^{⊗n}) ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ŒÉÄÁ A ⊗ : : : ⊗ A; A ∈ GL(V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A = Sym^n(End(V )) = ⨁ – End(V_–).

2. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ: ÐÕÓÔØ A | ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁÑ ÁÌÇÅ- ÂÒÁ, É {V_i}_{i∈I} | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅ- ÎÉÊ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A → ⨁ i∈I End(V_i). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ V_i ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

3. éÚ ÚÁÄÁÞ 2 É 3 ÕÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ GL_d-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V_– ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÁÂÌÉÃÕ D ÆÏÒÍÙ ˘, É ÐÕÓÔØ e_D ∈ C [S_n ] | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÚÁÔÏÒ àÎÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V_– ≃ e_D · V^{⊗n}.

4. ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ V_– ≠ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ Õ ˘ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d ÓÔÒÏË. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ˘ ÒÁŒÎÏ k ≤ d. œÙÂÅ- ÒÅÍ ÂÁÚÉÓ v_1; : : : ; v_d Œ V É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒ v := v^{⊗–1}_1 ⊗ : : : ⊗ v^{⊗–k}_k . a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ⟨œv; œ ∈ S_n⟩ ËÁË S_n-ÍÏÄÕÌØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ T_–. ðÏÓËÏÌØËÕ U_– ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ T_–, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ V_– ≠ 0.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁË S_n-ÍÏÄÕÌØ V^{⊗n} ≃ ⊕_—T^{c¯}_— , ÇÄÅ c_— | ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÅ (ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ) ËÒÁÔÎÏÓÔÉ, Á ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ ¯, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d ÓÔÒÏË. ïÔÓÀÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Œ S_n-ÍÏÄÕÌØ V^{⊗n} ŒÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ U_–, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ˘ ≥ ¯ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ¯ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÕÍÍÙ.

Ó) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ˘ ≥ ¯, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏË ˘ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔÒÏË ¯.

5. ðÒÉÍÅÒ: ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V_{(2;1)} ≃^{(Sym2 V )⊗V}_{Sym3 V} ≃^{(�2V )⊗V}_{�3 V} . 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ≤ d, ÔÏ End_{GLd} (V^{⊗n}) ≃ C [S_n ]. 7. ðÏÍÉÍÏ ÇÒÕÐÐÙ GL_d, Œ V^{⊗n} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ gl_d, ÔÏ ÅÓÔØ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ) d × d-ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÏÒÁ [A; B] := AB − BA, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

A(w_1 ⊗ : : : ⊗ w_n) := Aw_1 ⊗ w_2 ⊗ : : : ⊗ w_n + : : : + w_1 ⊗ : : : ⊗ w_{n−1} ⊗ Aw_n: ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ d = 2 ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ

ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3 Ë 19 ÓÅÎÔÑÂÒÑ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Œ = ( 0 1 0 0 ) ; H = ( 1 0 0 −1 ) ; Œ^∗ = ( 0 0 1 0 ) . 8. èÁÒÁËÔÅÒ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ æ : GL_d → GL_N | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ Ø_ȷ ÎÁ GL_d ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ø_ȷ(A) := Tr(æ(A)). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ø_ȷ(A) ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_1; : : : ; x_d ÍÁÔÒÉÃÙ A É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_d.

b)^∗ ðÏÐÒÏÂÕÊÔÅ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ûÕÒÁ-œÅÊÌÑ É ÆÏÒÍÕÌÙ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø_– ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V_– ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ûÕÒÁ s_– ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_d. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÐÏÎÑÔØ, Œ ËÁ- ËÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÎÁÄ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍÉ GL_d ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ûÕÒÁ-œÅÊÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ-òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ.