úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÇÒÕÐÐ Ë 12 ÄÅËÁÂÒÑ 2005 1. ãÅÌØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ | ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 8b) Ë 17 ÏËÔÑÂÒÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ø_– ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ V_– ÇÒÕÐÐÙ GL_d = GL(V ).

a) ðÕÓÔØ ˘ = (n), Ô.Å. V_– = Sym^n V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ø_{(n)} = h_n(x_1; : : : ; x_d) (ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ).

b) ðÕÓÔØ ˘ = (1; : : : ; 1), Ô.Å. V_– = ~^nV . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ø_{(1;:::;1)} = e_n(x_1; : : : ; x_d) (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ).

2. ðÕÓÔØ U | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ S_n. ðÏÌÏÖÉÍ S_U(V ) = Hom_{Sn} (U; V^{⊗n}) (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÆÕÎËÔÏÒ). îÁÐÒÉÍÅÒ, S_{U˘}(V ) = V_–. ðÕÓÔØ U^′ (ÓÏÏÔŒ. U^{′′}) | ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ S_n (ÓÏÏÔŒ. S_m). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S_U ′(V ) ⊗ S_U ′′(V ) = S_U ′_{?U} ′′ (V ), ÇÄÅ U^′ ? U^{′′} = Ind^{Sn+m}_{Sn×Sm} (U^′ ⊠ U^{′′}) | ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ-òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ.

3. ôÅÐÅÒØ ŒÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 1,2 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 8b) Ë 17 ÏËÔÑÂÒÑ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim V_– = ∏ 1≤i<j≤d

–_i−–_j +j−i

j−i = ∏_{d−i+j}

h_{ij} . œÔÏÒÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ËÌÅÔËÁÍ Ó ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÁÍÉ (i; j) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ˘, a h_{ij} | ÄÌÉÎÁ ËÒÀËÁ ËÌÅÔËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (i; j).

4. ðÕÓÔØ N_{–—} | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ìÉÔÔÌŒÕÄÁ-

òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ, Ô.Å. U_– ? U_— = ⊕ U^{N ˚˘¯} . ðÕÓÔØ C_{–—} | ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ) ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Ô.Å. U_– ⊗ U_— = ⊕ U^{ó˚˘¯} .

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ C^{(n)}_{–—} = 1, ÅÓÌÉ ¯ = ˘, É 0 ÉÎÁÞÅ; C^{(1;:::;1)}_{–—} = 1, ÅÓÌÉ ¯ = ˘^∗ (ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ àÎÇÁ), É 0 ÉÎÁÞÅ. b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S_{U˚} (V ⊕ W ) = ⊕(V_– ⊗ W_—)^{N ˚˘¯} ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Sym^n(V ⊕ W ) = ⨁ a+b=n(Sym

a V ⊗ Sym^b W ) É ~^n(V ⊕ W ) = ⨁ a+b=n(~

aV ⊗ ~^bW ).

c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S_{U˚} (V ⊗ W ) = ⊕(V_– ⊗ W_—)^{C˚˘¯} ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Sym^n(V ⊗ W ) = ⨁ V_– ⊗ W_– (ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ n, Õ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ dim V É dim W ÞÌÅÎÏŒ); ~^n(V ⊗ W ) = ⨁ V_– ⊗ W_–∗ (ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ dim V ÞÌÅÎÏŒ, É ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ dim W ).

5. Á) ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ˘ = (˘_1; : : : ; ˘_r). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det ( x^{–i}_j ) · ∏_r

j=1(1 − x_j )^{−1} = ∑ det ( x^i_j ) , ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ˚ = (˚_1; : : : ; ˚_r), ÔÁËÉÍ ÞÔÏ ˚_1 ≥ ˘_1 ¿ ˚_2 ≥ ˘_2 ¿ : : : ¿ ˚_r ≥ ˘_r .

b) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ðØÅÒÉ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ûÕÒÁ: s_–s_{(m)} = ∑ s , ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ˚ = (˚_1; : : : ; ˚_{r+1}), ÔÁËÉÍ ÞÔÏ ˚_1 ≥ ˘_1 ≥ ˚_2 ≥ ˘_2 ≥ : : : ≥ ˚_r ≥ ˘_r ≥ ˚_{r+1} ≥ 0 É ∑ ˚_j = m+ ∑ ˘_j , Ô.Å. ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ ˚, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÉÚ

ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ˘ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅÍ m ËÌÅÔÏÞÅË Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÏÌÂ- ÃÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, s_{(2;1)}s_{(2)} = s_{(4;1)} + s_{(3;2)} + s_{(3;1;1)} + s_{(2;2;1)}. c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ S_{U˚} (C^{d+1} ) c GL_{d+1} ÎÁ GL_d ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ (Ó ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ 1) S_{U˘}(C^d ) ÐÏ ŒÓÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ àÎÇÁ ˘, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÍ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ àÎÇÁ ˚ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ËÌÅÔÏÞÅË Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÁÈ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sym^•(V ⊕ ~^2V ) = ⨁ – V_–.

7. ðÕÓÔØ K_{—–} | ÞÉÓÌÁ ëÏÓÔËÉ, Ô.Å. T_– = ⊕_{—≥–}U^{K¯˘}— . a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T^′_– = ⊕_{—≤–}U^{K¯∗˘∗}— .

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ¯ = (¯_1; : : : ; ¯_r) ÉÍÅÅÍ ~^{—1} V ⊗: : :⊗ ~^{—r} V = ⨁ –≥— V^{K˘¯}_–∗ .

8. ðÕÓÔØ dim V = 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Sym^p(Sym^q V ) ≃ Sym^q(Sym^p V ) ËÁË ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ GL(V ) (ŒÚÁÉÍÎÏÓÔØ üÒÍÉÔÁ).