úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÇÒÕÐÐ Ë 24 ÏËÔÑÂÒÑ 2005 1. çÒÕÐÐÁ GL(n; F_q ) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X^q_k k-ÍÅÒÎÙÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ F_q , Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É Œ C [X^q_k ] =: T^q_k .

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X^q_k É X^q_{n−k} ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ C [X^q_k ] É C [X^q_{n−k} ] ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ dim Hom_{GL(n;Fq )}(T^q_k ; T^q_l ) = 1+min(k; l; n−k; n−l). c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T^q_k ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: T^q_k =

⨁_{min(k;n−k)} i=0 U^q_i (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ U^q_0 ; : : : ; U^q_[ n_{2 ]}).

2. ðÕÓÔØ ffi_L ∈ T^q_k | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ L ∈ X^q_k . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ’_k : T^q_k → T^q_{k+1}; ’^∗_k : T^q_{k+1} → T^q_k ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ’_k(ffi_L) = ∑ X^q_{k+1}∋L^′⊃L ffiL^′ ; ’ ∗ k (ffi_L′ ) = ∑ X^q_k ∋L^{′′}⊂L^′ ffiL^{′′} .

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 3 Ë 19 ÓÅÎÔÑÂÒÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ T^q = ⨁ 0≤k≤n T q k ; ’ = q^{1−n}2 ⨁ k ’_k ; ’^∗ = ⨁ k ’^∗_k É, ÎÁËÏÎÅÃ, H|_T^q_k = 2k − n.

a) ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

[’; ’^∗] = q^H2 − q^{− H}2 q^12 − q^{− 1}2

; [H; ’] = 2’; [H; ’^∗] = −2’^∗:

b) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÝÅ ^q_k : T^q_k → T^q_k ÆÏÒÍÕÌÏÊ ^q_k(ffi_L) = ∑ X^q_k ∋L^′: dim(L∩L^′)=k−1 ffiL^′ .

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U^q_i ⊂ T^q_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ^q_k, É ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ^q = ⊕_k^q_k, ÔÏ ^q = q^{n−12} ’’^∗ − B, ÇÄÅ B|_T^q_k =^{qk −1}_{q−1} .

3. ðÏÌÏÖÉÍ n!_q :=

∏_n k=1 q^k −1

q−1 ;

(_n k ) q :=^{n!q}_{k!q (n−k)!q} .

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ n!_q ÐÒÉ q → 1 ÒÁŒÅÎ n!, Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÅÄÅÌ

(_n k ) q ÒÁŒÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ

(_n k ) . b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ]GL(n; F_q ) = q^{n(n−1)}2 (q − 1)^nn!_q, a ]X^q_k =

(_n k ) q. c) œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÐÕÎËÔÁ b), ÞÔÏ

(_n k ) q = (_{n−1} k ) q+q^{n−k} (_{n−1} k−1 ) q = q^k (_{n−1} k ) q+ (_{n−1} k−1 ) q. d) ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x; y ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: yx = q · xy. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (x + y)^n =

∑_n k=0 (_n k ) qx^ky^{n−k} .

4. ðÕÓÔØ F‘ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏŒ 0 ⊂ V^1 ⊂ : : : ⊂ V^{n−1} ⊂ k^n Œ n-ÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ GL(n; k)-ÏÒÂÉÔ Œ F‘ × F‘ ÒÁŒÎÏ n!.

õËÁÚÁÎÉÅ: ðÁÒÅ ÆÌÁÇÏŒ (V^•; W^•) ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ n×n-ÍÁÔÒÉÃÕ A(V^•; W^•) = (a_{ij} ) ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: a_{ij} := dim

(_{V i∩W j}

V^{i−1} ∩W^j +V^i∩W^{j−1} ) . úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÒÁŒÎÁ 1, Ô.Å. (a_{ij} ) | ÍÁÔÒÉÃÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÐÁÒÁ (V^•; W^•) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÁÒÕ (^′V^•;^′W^•) ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ A(V^•; W^•) = A(^′V^•;^′W^•). åÓÌÉ A | ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ œ ∈ S_n, Á v_1; : : : ; v_n | ÂÁÚÉÓ k^n, ÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÐÁÒÙ (V^•; W^•) Ó ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ | ÜÔÏ V^i = ⟨v_1; : : : ; v_i⟩; W^j = ⟨v_{ff(1)}; : : : ; v_{ff(j)}⟩; 1 ≤ i; j ≤ n. ðÕÓÔØ B ⊂ GL(n; k) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. íÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÄÏËÁÚÁÎ- ÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË œ ∈ S_n ⊂ GL(n; k) ÓÌÕÖÁÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑÍÉ ÄŒÏÊÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÍÅÖÎÏ- ÓÔÉ B\GL(n; k)=B (òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ âÒÀÁ).