úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ ÇÒÕÐÐ Ë 31 ÏËÔÑÂÒÑ 2005 1. ðÕÓÔØ B ⊂ G = GL(n; F_q ) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ, É W = Ind^G_B C = C [F‘]. éÚ ÚÁÄÁÞÉ 4 Ë 24 ÏËÔÑ- ÂÒÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ H_q := End_G(W ) ÒÁŒÎÁ n!. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ éŒÁÈÏÒÉ-çÅËËÅ, É ÃÅÌØ ÚÁÄÁÞ 1{ 3 | ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ H_q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅ- ÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÇÒÕÐÐÏŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ C [S_n ], ÎÏ ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÝÅ É ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÁ C [S_n ], Á ÐÏÔÏÍÕ ÅÅ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ | ÜÔÏ U_–, ÇÄÅ ˘ | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ n. äÁÌÅÅ, ËÁË G × H_q-ÍÏÄÕÌØ W ÒÁÓËÌÁÄÙ- ŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ W = ⨁ – W_– ⊠ U_–, Á ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ dim W_– ÚÁÄÁÅÔÓÑ q-ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÒÀËÏŒ: dim W_– = q^{a(–)}(1−q) : : : (1−q^n) ∏ x∈–(1−q^{h(x)})^{−1} =: K_–(q) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ëÏÓÔËÉ);

ÚÄÅÓØ a(˘) = ∑ i≥1(i − 1)˘_i.

a) äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H_q ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÅ Œ ÇÒÕÐÐÏ- ŒÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ C [G], ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ É ÌÅŒÙÈ, É ÐÒÁŒÙÈ ÓÄŒÉÇÏŒ ÎÁ B.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H_q ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁ F‘×F‘ Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓŒÅÒÔËÉ: f_1?f_2(x; y) = ∑ z∈F‘ f1(x; z)f2(z; y).

äÌÑ w ∈ S_n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T_w ∈ H_q ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ G-ÏÒÂÉÔÙ ÎÁ F‘ × F‘. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, {T_w; w ∈ S_n} ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ H_q.

2. a) ðÕÓÔØ ‘(w) | ÞÉÓÌÏ ÂÅÓÐÏÒÑÄËÏŒ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ w ∈ S_n. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÌÁÇ V^• ∈ F‘. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÆÌÁÇÏŒ^′V^•, ÎÁÈÏ- ÄÑÝÉÈÓÑ Œ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ w ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ V^• ÒÁŒÎÏ q^{‘(w)}. b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∑ w∈S_n q

‘(w) = n!

q = (q^n − 1)(q^{n−1} − 1) : : : (q − 1)=(q − 1)^n. (ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÆÌÁÇÏŒ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.)

3. Á) ðÕÓÔØ w; x ∈ S_n É ‘(wx) = ‘(w) + ‘(x). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ T_wT_x = T_{wx}.

b) äÌÑ 1 ≤ i ≤ n − 1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s_i ∈ S_n ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÀ, ÐÅÒÅ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ i É i+1. ðÕÓÔØ ‘(s_iw) ¡ ‘(w) (ÔÏÇÄÁ ‘(s_iw) = ‘(w)−1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ T_{si} T_w = (q − 1)T_w + qT_{siw}. (üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉ q → 1 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ T_{si} T_w = T_{siw} , Ô.Å. ÁÌÇÅÂÒÁ éŒÁÈÏÒÉ-çÅËËÅ ÐÒÉ q → 1 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÇÒÕÐÐÏŒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.)

4. œÏ ŒÓÅÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ n = 2 É G = GL(2; F_q ). ðÕÓÔØ N ⊂

G | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÓÔÒÏÇÏ ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ ŒÉÄÁ ( 1 ? 0 1 ) . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ V ÇÒÕÐÐÙ G ËÁÓÐÉ- ÄÁÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ N-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÏŒ: V^N = 0.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÁÓÐÉÄÁÌØÎÏÇÏ G-ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁ B ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏ.

6. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ (ÁÄÄÉÔÉŒÎÙÊ) ÈÁÒÁËÔÅÒ : N → C . ðÕÓÔØ V | ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ G, É V ⊂ V | ÐÏÄ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ N Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ .

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ dim V ¿ 1, ÔÏ dim V = 1 (ÔÁËÉÅ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ), a ÅÓÌÉ dim V = 1 (Ô.Å. V = ¯(det)), ÔÏ V = 0 (ÔÁËÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÙÍÉ).

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ind^G_N () = ⨁ V | ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÍ ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑÍ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 1 (ÜÔÏ ÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÄÅÌØÀ õÉÔÔÅËÅÒÁ). Ó) œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ Ind^G_N ().