íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 11

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ.

ðÕÓÔØ V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ ‖·‖ : V → R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ, ÅÓÌÉ 1) ‖v‖ ≥ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V , ÐÒÉÞÅÍ ‖v‖ = 0 ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ v = 0. 2) ‖˘v‖ = |˘| ‖v‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v ∈ V É ˘ ∈ R. 3) ‖v_1 + v_2‖ ≤ ‖v_1‖ + ‖v_2‖.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ ‖·‖ | ÎÏÒÍÁ, ÔÏ %(v; w) = ‖v − w‖ | ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ V .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ûÁÒ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ x; y ∈ B_r(a), ÔÏ ŒÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎÃÁÍÉ x; y ÌÅÖÉÔ Œ B_r (a).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÔÒÅÚÏË ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {tx + (1 − t)y | t ∈ [0; 1]}. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a = 0. ôÏÇÄÁ ‖tx + (1 − t)y‖ ≤ ‖tx‖ + ‖(1 − t)y‖ = t ‖x‖ + (1 − t) ‖y‖ ≤ R. □

ðÒÉÍÅÒÙ ÎÏÒÍ:

ðÒÉÍÅÒ 1. æÕÎËÃÉÉ ‖(x_1; : : :; x_n)‖_1 =

∑_n i=1 |x_i| É ‖(x_1; : : : ; x_n)‖_∞ = max^n_{i=1} |x_i| ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÏÒÍÁÍÉ

ÎÁ V = R^n. ôÁËÖÅ ÎÏÒÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ‖(x_1; : : :; x_n)‖_2 = (∑_n i=1 |x_i|^2

)_{1=2} . ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÏÒÍÙ ÚÄÅÓØ ÏÞÅŒÉÄÎÙ, Á ÔÒÅÔØÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ x = (x_1; : : : ; x_n); y = (y_1; : : : ; y_n) ∈ R^n. ôÏÇÄÁ |

∑_n i=1 x_iy_i| ≤ ‖x‖ ‖y‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ R ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ P (t) =

∑_n

i=1(x_i − ty_i)^2 ≥ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ P (t) = t^2 ‖y‖^2−2t

∑_n

i=1 x_iy_i+ ‖x‖^2 ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ: ‖x‖^2 ‖y‖^2 ≥ ( ∑_n

i=1 x_iy_i)^2. □

ôÅÐÅÒØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 3 ÄÌÑ ÎÏÒÍÙ ‖·‖_2 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË: ‖x + y‖^2 = ‖x‖^2 + ‖y‖^2 + 2

∑_n i=1 x_iy_i ≤ ‖x‖^2 + ‖y‖^2 + 2 ‖x‖ ‖y‖ = ( ‖x‖ + ‖y‖)^2. íÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ), ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p ¿ 1 ÆÕÎËÃÉÑ ‖(x_1; : : : ; x_n)‖_p = (

∑_n i=1 |x_i|^p)^{1=p} ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ R^n.

ðÒÉÍÅÒ 2. æÕÎËÃÉÑ ‖f ‖_C = max_{0≤x≤1} |f(x)| ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C[0; 1] ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : [0; 1] → R. ðÏÒÏÖÄÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ C[0; 1]. æÕÎËÃÉÑ ‖f ‖_{L1} =

∫_1 0 |f(x)| dx ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÓÁÍÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

îÏÒÍÙ ‖·‖_1 É ‖·‖_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ m É M , ÞÔÏ m ‖v‖_2 ≤ ‖v‖_1 ≤ M ‖v‖_2 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ v ∈ V .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÏÒÍ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ôÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÍÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÎÁ V ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÍÉ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÌÎÙ ÉÌÉ ÎÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÑËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ (m = M = 1). åÓÌÉ m ‖v‖_2 ≤ ‖v‖_1 ≤ M ‖v‖_2, ÔÏ 1 M ‖v‖_1 ≤ ‖v‖_2 ≤^1_m ‖v‖_1 | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. åÓÌÉ m_{12} ‖v‖_2 ≤ ‖v‖_1 ≤ M_{12} ‖v‖_2 É m_{23} ‖v‖_3 ≤ ‖v‖_2 ≤ M_{23} ‖v‖_3, ÔÏ m_{12}m_{23} ‖v‖_3 ≤ ‖v‖_1 ≤ M_{12}M_{23} ‖v‖_3 | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ V_1 | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÎÁ V ÎÏÒÍÏÊ ‖·‖_1, Á V_2 | ÎÏÒÍÏÊ ‖·‖_2 (ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1 É V_2 ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ !). ôÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ id : V_2 → V_1 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ: lim_{‖v1−v2‖2→0} ‖v_1 − v_2‖_1 = 0 ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ. ïÂÒÁÔÎÏÅ | ÔÁËÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ É ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ V_2 É V_1.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_1 ÐÏÌÎÏ É f : X → V_2 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Œ ÔÏÞËÅ x_0. ðÏÓËÏÌØËÕ ‖f(x_1) − f(x_2)‖_1 ≤ M ‖f(x_1) − f(x_2)‖_2, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÔÁËÖÅ É ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → V_1 | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ v = lim_{x→x0} f(x) Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_1. ðÏÓËÏÌØËÕ ‖v − f(x)‖_2 ≤^1_M ‖v − f(x)‖_1, ÔÏÞËÁ v ÅÓÔØ lim_{x→x0} f(x) ÔÁËÖÅ É Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_2, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÌÎÏÔÕ V_2. □

úÁÍÅÞÁÎÉÅ . íÅÔÒÉËÉ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÎÏÒÍÁÍÉ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ Œ ÎÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ dim V = n, ÔÏÇÄÁ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ V = R^n. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ‖·‖ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ \ÅŒËÌÉÄÏŒÏÊ" ÎÏÒÍÅ ‖·‖_2 (ÓÍ. ÐÒÉÍÅÒ 1).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ‖·‖ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ R^n, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ‖·‖_2). ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_n | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ Œ R^n, É x =

∑_n i=1 x_ie_i, y =

∑_n i=1 y_ie_i. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 3 ÎÏÒÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ | | ‖x‖ − ‖y‖ | | ≤ ‖x − y‖ = ‖∑^n_{i=1}(x_i − y_i)e_i‖ ≤ ∑^n_{i=1} ‖(x_i − y_i)e_i‖, Á ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 2 | ÞÔÏ ∑_n

i=1 ‖(x_i − y_i)e_i‖ =

∑_n

i=1 |x_i − y_i| ‖e_i‖ ≤

∑_n i=1 |x_i − y_i| · max^n_{i=1} ‖e_i‖, ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÅÔ (ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ), ÞÔÏ ÅÓÌÉ x → y, ÔÏ ‖x‖ → ‖y‖.

éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ‖·‖ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ M É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ m ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S = {x ∈ R^n | ‖x‖_2 = 1}. œ ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ m; M ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ x ∈ R^n ÉÍÅÅÍ ‖x‖ = ‖x‖_2 ‖ ‖ ‖^x_{‖x‖2} ‖ ‖ ‖ ≤ M ‖x‖_2 É ≥ m ‖x‖_2, ÐÏÓËÏÌØËÕ^x_{‖x‖2} ∈ S. □

œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÎÅŒÅÒÎÁ | ÎÏÒÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ 3. îÏÒÍÙ ÐÒÉÍÅÒÁ 2 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C[0; 1] ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ f_n(x) = nx ÐÒÉ 0 ≤ x ≤ 1=n, = 2 − nx ÐÒÉ 1=n ≤ x ≤ 2=n É = 0 ÐÒÉ 2=n ≤ x ≤ 1, ÔÏ ‖f_n‖_{L1} = 1=n → 0 ÐÒÉ n → ∞, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ‖f_n‖_C = 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n.

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÏÒÍÏÊ L_1, ÎÅÐÏÌÎÏ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ f_n(x) = 1= √ x ÐÒÉ 1=n^2 ≤ x ≤ 1 É f_n(x) = n ÐÒÉ 0 ≤ x ≤ 1=n^2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖f_n − f_m‖_{L1} =

∫_1 0 |f_n(x) − f_m(x)| dx ≤ lim_{”→0}

∫_{1=n}2 ” dx√ x = 2=n, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ðÕÓÔØ f = lim_{n→∞} f_n Œ ÍÅÔÒÉËÅ L_1. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f(x) = 1= √ x Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ x ∈ (0; 1].

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ |f(x_0) − 1= √ x_0| = ” ¿ 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x_0, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ffi ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |f(x) − 1= √ x| ¿ ”=2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |x − x_0| ¡ ffi. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n ÉÍÅÅÍ ‖f − f_n‖_{L1} ≥

∫_{x0+ffi}

x_0 −ffi |f(x) − 1= √ x| dx ≥ ”ffi, ŒÏÐÒÅËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, f(x) = 1= √ x ÐÒÉ 0 ¡ x ≤ 1.

îÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ÔÏÞËÕ x = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f_n ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÐÏÌÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ V; W | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É A : V → W | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ¿ 0 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ‖Ax‖_W ≤ C ‖x‖_V ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ A : V → W ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É ÆÕÎËÃÉÑ f(v) = ‖Av‖_W , ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ C ¿ 0 ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S = {x ∈ V | ‖x‖_V = 1}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ x ∈ V ÉÍÅÅÍ f(x) = ‖x‖_V · ‖ ‖ ‖A^v_{‖v‖} ‖ ‖ ‖ ≤ C ‖v‖, ÐÏÓËÏÌØËÕ^v_{‖v‖} ∈ S. □

îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C (ÒÁŒÎÁÑ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ‖Av‖_W ÐÒÉ ‖v‖_V = 1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ‖A‖. ïÐÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÎÏÒÍÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hom(V; W ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ V Œ W | ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÐÒÏ- ÄÅÌÁÊÔÅ !), ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ŒÓÅÍÉ ÎÕÖÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖. üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÉÍ (ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÉÍÅÒ !).

ðÕÓÔØ V; W | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É f : V → W . ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ f(x + v) = f(x) + Av + o( ‖v‖_V ), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f Œ ÔÏÞËÅ x: A = f^′(x).

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f = (f_1; : : : ; f_m) : R^n → R^m ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f^′(x) : R^n → R^m. ðÕÓÔØ v = (0; : : : ; t; : : :; 0), ÇÄÅ t ÓÔÏÉÔ ÎÁ i-ÏÍ ÍÅÓÔÅ. ôÏÇÄÁ f(x + v) − f(x) = (^{@f1}_{@xi} (x); : : :;^{@fm}_{@xi} (x))t + o(t), ÏÔËÕÄÁ

ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f^′(x) Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÎÁ R^n É R^m ÅÓÔØ

(_{@fi}

@x_j (x) ) . ïÂÒÁÔÎÏÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ f = (f_1; : : : ; f_m) : R^n → R^m, ÇÄÅ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_i(x), i = 1; : : :; m, ÉÍÅÀÔ Œ ÔÏÞËÅ x = (x_1; : : : ; x_n) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ^{@fi}_{@xj} (x), j = 1; : : : ; n. ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÍÅÅÔ Œ

ÔÏÞËÅ x ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÍÁÔÒÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÊ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÎÁ R^n É R^m ÅÓÔØ

(_{@fi}

@x_j (x) ) . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ f_i(x+v)−f_i (x) =

∑_n i=1 @f_i @x_j (x1 +`i1v1; : : : ; xn +`invn)vi, ÇÄÅ 0 ≤ `ij ≤

1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ^{@fi}_{@xj} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÉÍÅÅÍ^{@fi}_{@xj} (x_1 + `_{i1}v_1; : : : ; x_n + `_{in}v_n) =^{@fi}_{@xj} (x) + o(1) ÐÒÉ ‖v‖_V → 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. □