íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 12

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ É ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ U; V; W | ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, f : U → V , g : V → W ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. åÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ f^′(x) É g^′(f(x)) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ (g ∘ f)^′(x) = g^′(f(x)) ∘ f^′(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (g ∘ f)(x + v) = g(f(x) + f^′(x)v + o( ‖v‖)) = (g ∘ f)(x) + g^′(f(x))f^′(x)v + g^′(f(x))o( ‖v‖) + o( ‖f^′(x)v + o( ‖v‖)‖). óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3 ÌÅËÃÉÉ 11, ‖f^′(x)v‖ ≤ const: · ‖v‖ É g^′(f(x))o( ‖v‖) ≤ const: · o( ‖v‖), ÏÔËÕÄÁ (g ∘ f)(x + v) = (g ∘ f)(x) + g^′(f(x))f^′(x)v + o( ‖v‖). □

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ f : V → V ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ x ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f^′(x) Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x_0 ∈ V , É ÏÐÅÒÁÔÏÒ f^′(x_0) : V → V ÏÂÒÁÔÉÍ. ôÏÇÄÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ y_0 = f(x_0) ∈ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^{−1} : U → V , ÐÒÉÞÅÍ (f^{−1})^′(y_0) = (f^′(x_0))^{−1}.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ F : V → W | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ‖F^′(v)‖ ≤ q ÐÒÉ ŒÓÅÈ v ∈ B, ÇÄÅ B ⊂ V | ÎÅËÏÔÏÒÏÙÊ ÛÁÒ. ôÏÇÄÁ ‖F (v_1) − F (v_2)‖ ≤ q ‖v_1 − v_2‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ v_1; v_2 ∈ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1 ÌÅËÃÉÉ 11, ÛÁÒ B | ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ [0; 1] ÉÍÅÅÍ tv_2 + (1 − t)v_1 ∈ B. ðÕÓÔØ ’(t) = F (tv_2 + (1 − t)v_1). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ F (v_2) − F (v_1) = ’(1)−’(0) =

∫_1 0 ’^′(t) dt. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1, ’^′(t) = F^′(tv_2 +(1−t)v_1)(v_2 −v_1), ÏÔËÕÄÁ ‖F (v_2) − F (v_1)‖ ≤ ∫_1 0 ‖’^′(t)‖ dt ≤ q ‖v_2 − v_1‖. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V → W ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f^′(x) ÐÒÉ x ∈ B, ÇÄÅ B | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÒ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f^′(x) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ’(x) = ‖f^′(x)‖ ÔÁËÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ B: ‖f^′(x)‖ ≤ C. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ, ‖f(x_1) − f(x_2)‖ ≤ C ‖x_1 − x_2‖ ÐÒÉ x_1; x_2 ∈ B, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÏÌÏÖÉÍ ffi(v) = f(x_0 + v) − f (x_0 ) − f^′ (x_0)v; ÔÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÅ f(x_0 + v) = f(x_0) + w ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ f^′(x_0)^{−1}(w − f(x_0) − ffi(v)) = v. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ w É ÐÏÌÏÖÉÍ F (v) = f^′(x_0)^{−1}(w − f(x_0) − ffi(v)). ôÏÇÄÁ F^′(v) = f^′(x_0)^{−1} ∘ffi^′(v) = f^′(x_0)^{−1} ∘(f^′(x_0)−f^′(x_0 +v)). ðÏÓËÏÌØËÕ f ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÉÍÅÅÍ ‖f^′(x_0) − f^′(x_0 + v)‖ → 0 ÐÒÉ v → 0, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ‖f^′(x_0) − f^′(x_0 + v)‖ ≤^1_2 ‖f^′(x_0)^{−1}‖ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ v. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ v ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ‖F^′(v)‖ ≤ 1=2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F | ÓÖÉÍÁÀÝÅÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V = R^n ÐÏÌÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F Œ ÎÅÍ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ f^{−1} ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g = f^{−1} ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÖÉÍÁÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ: f(x_1) ≠ f(x_2) ÐÒÉ x_1 ≠ x_2, ÅÓÌÉ x_1; x_2 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ Ë x_0. ðÕÓÔØ g ÒÁÚÒÙŒÎÏ Œ ÔÏÞËÅ y_∗ ∈ U . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y_n → y_∗ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ g(y_n) ↛ g(y_∗). ðÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ g(y_n) ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÔÏÞËÅ u ≠ g(y_∗). CÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 1 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f^′(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÏÔËÕÄÁ y_n = f(g(y_n)) → f(u) = y_∗ = f(g(y_∗ )), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔÉ f.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f(x_0 + (f^′(x_0))^{−1}w) = f(x_0) + w + o( ‖(f^′(x_0))^{−1}w‖) = f(x_0) + w + o( ‖w‖) (Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 ÌÅËÃÉÉ 11). ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÏÂÏÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g, ÐÏÌÕÞÉÍ g(f(x_0)+w) = x_0+(f^′(x_0))^{−1}w+o( ‖w‖) = g(f(x_0))+(f^′ (x_0))^{−1}w+o( ‖w‖) | ÔÏ ÅÓÔØ, g^′(f(x_0)) = (f^′(x_0))^{−1}. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÑŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ). ðÕÓÔØ f : V × W → W | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞ- ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(x_0; y_0) = 0 É Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (x_0; y_0) ∈ U × V ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_x : W → W , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f_x(y) = f(x; y), ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′_{x0} (y_0) ÏÂÒÁÔÉÍÁ. ôÏÇÄÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ x_0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : U → W ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x; g(x)) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : V × W → V × W , ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ F (x; y) = (x; f(x; y)). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ F^′(x_0; y_0) ÒÁŒÎÁ I × f^′_{x0} (y_0) : V × W → V × W , É ÅÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÔÎÔÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ f^′_{x0} (y_0). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ F ÏÂÒÁÔÉÍÏ | ÏÞÅŒÉÄÎÏ, G = F^{−1} ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ G(x; y) = (x; g(y)), ÇÄÅ g | ÉÓËÏÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. □