íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 2

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ìÅÍÍÁ 1 (Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ). ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, f; g; h : X → R | ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ lim_{x→a} f(x) = lim_{x→a} h(x) = A É f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X. ôÏÇÄÁ lim_{x→a} g(x) = A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ R ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ lim_{x→a} f(x) = lim_{x→a} h(x) = A ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_” ⊂ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ U_” É |f(x) − A| ; |h(x) − A| ¡ ” ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ U_”. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ |g(x) − A| ¡ ” ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ U_”, ÏÔËÕÄÁ lim_{x→a} g(x) = A. □

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, N), Á M = Q ÉÌÉ R (Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÏÂÏÂÝÉÍ ÜÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ lim_{x;y→a} |f(x) − f(y)| = 0, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ- ÎÙÍ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ X. ðÒÅÄÅÌ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : (X \ {a})^2 → M , ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(x; y) = |f(x) − f(y)|.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ f : X → M | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{x→a} f(x). ôÏÇÄÁ f ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ Œ ÔÏÞËÅ a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ M ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ lim_{x→a} f(x) = A ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ lim_{x→a} |f(x) − A| = 0. éÍÅÅÍ ÔÅÐÅÒØ 0 ≤ |f(x) − f(y)| ≤ |f(x) − A| + |f(y) − A|, É ÎÕÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ \ÌÅÍÍÙ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ". □

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → M , ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Œ ÔÏÞËÅ a, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X ÔÏÞËÉ a, ÔÏÞËÁ A ⊂ M É ÞÉÓÌÏ r ¿ 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |f(x) − A| ¡ r ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X. a ∈ U , ÞÔÏ |f(x) − f(y)| ¡ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈ U . ðÕÓÔØ x_0 ∈ U ; ÔÏÇÄÁ ŒÏÚØÍÅÍ A = f(x_0) É r = 1. □

ôÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ∈ R ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ (Œ ÔÏÞËÅ ∞), ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} a_n ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ.

ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (É ÓŒÏÊÓÔŒÁ) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ.

äŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n É b_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÏŒÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ a_n ∼ b_n), ÅÓÌÉ lim_{n→∞}(a_n − b_n) = 0.

ìÅÍÍÁ 2. 1) ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ Á) ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔÉ: a_n ∼ a_n ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n, Â) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ a_n ∼ b_n, ÔÏ b_n ∼ a_n, Œ) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ a_n ∼ b_n É b_n ∼ c_n, ÔÏ a_n ∼ c_n.

2) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ (Œ ÔÏÞËÅ ∞), ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÖÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ | ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. éÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ, ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. éÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÉÂÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ (Œ ÔÏÞËÅ ∞; Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØÓÑ), ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÈ ŒÏŒÓÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÀ) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. 1

ðÒÉÍÅÒ . ðÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n = a ∈ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ. åÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Q ⊂ R: ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ.

ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔÉ (Œ ÔÏÞËÅ ∞) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏ ÐÒÉ m:n ¿ N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |a_m − a_n| ¡ ”. ðÕÓÔØ n ¿ N É a_n ¿ 0. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ m ¿ n ¿ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ a_m ¡ 0, ÏÔËÕÄÁ |a_n| = a_n ¡ a_n − a_m = |a_n − a_m| ¡ ”. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ Œ ÓÌÕÞÁÅ a_n ¡ 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |a_n| ¡ ” ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N , É lim_{n→∞} a_n = 0. □

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÙ, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ a_n É b_n | ÄŒÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_p ¡ b_p É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ | ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ q ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_q ¿ b_q, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n É b_n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ff É fi | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ff ≤ fi, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀ- ÝÉÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n É b_n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_n ≤ b_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. úÁÐÉÓØ ff ¡ fi ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ff ≤ fi É ff ≠ fi.

ìÅÍÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ff; fi ∈ R ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ: ÌÉÂÏ ff ¿ fi, ÌÉÂÏ ff ¡ fi, ÌÉÂÏ ff = fi.

ìÅÍÍÁ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÌÅÍÍÙ 3.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. éÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (ff; fi) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x ∈ R | ff ¡ x ¡ fi}.

åÓÌÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÅÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ !). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ É ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É ÐÒÅÄÅÌÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ X → R, ÇÄÅ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Ô.Å. ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É Ô.Ð. Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ff ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim_{n→∞} a_n = ff.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ a_n | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÞÉÓÌÏ ff. œ ÓÉÌÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a_m − ” ¡ a_n ¡ a_m + ” ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ m É n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a_m ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ a_m; a_m; : : : . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ a_m − ” ¡ ff ¡ a_m + ”, ÅÓÌÉ m ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{m→∞} a_m = ff.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ lim_{n→∞} a_n = ff, Á ÞÉÓÌÏ ff ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ b_n. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ lim_{n→∞} b_n = ff É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ !), lim_{n→∞}(a_n − b_n) = 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ b_n, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ff. □

ìÅÍÍÁ 5. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n É b_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ, ÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ ÔÁËÖÅ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ −a_n, a_n + b_n É a_nb_n. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1=a_n ÔÁËÖÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÌÅÍÍÙ ÐÏÈÏÖÉ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ; ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ a_n ↛ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ r ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ n ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |a_n| ¿ r. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÓÉÌÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n; m ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |a_n − a_m| ¡ r=2, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |a_n| ¿ r=2. ôÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ (ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ m É n): |1=a_n − 1=a_m| =

|a_n−a_m | |a_n||a_m| ≤ 4 r^2 |an − am|, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1=an ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ff É fi ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑ- ÍÉ a_n É b_n ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÏÊ ff + fi ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ a_n + b_n, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ fffi | ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ a_nb_n, ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ −ff | ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ −a_n, É ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ 1=ff (ÅÓÌÉ ff ≠ 0) | ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ 1=a_n.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4 ËÏÒÒÅËÔÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). äÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÄ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÓËÏÂÏË (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙ) É ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ff(fi+fl) = fffi+fffl, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉÃÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍ ff + 0 = ff = ff · 1, ŒÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ É ŒÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ; ÞÉÓÌÏ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉ- ÓÌÁÍÉ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a_n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ a_{n;k} ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3, a_n = lim_{k→∞} a_{n;k} É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ K_n, ÞÔÏ ÐÒÉ k ≥ K_n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |a_{n;k} − a_n| ¡ 1=n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n = a_{n;Kn} . éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 0 ≤ |b_p − b_q | ≤ |b_p − a_p| + |a_p − a_q| + |b_q − a_q |. éÍÅ- ÅÍ lim_{p;q→∞} |a_p − a_q | = 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ; ÔÁËÖÅ lim_{p;q→∞} |b_p − a_p| = lim_{p;q→∞} |b_q − a_q | = 0 ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ b_n; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ lim_{p;q→∞} |b_p − b_q| = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a. ïÞÅŒÉÄÎÏ, 0 ≤ |a_n − a| ≤ |a_n − b_n| + |b_n − a| ¡ |b_n − a| + 1=n. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3 ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} b_n = a, ÔÏ ÅÓÔØ lim_{n→∞} |b_n − a| = 0, ÏÔËÕÄÁ lim_{n→∞} a_n = a ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ. □

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1:

ôÅÏÒÅÍÁ 1^′. ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, Ô.Å. ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: U_1; U_2; : : : . ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → R, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ X, ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÅÄÅÌ lim_{x→a} f(x) ∈ R.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. óÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ ÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÉÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, N (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) É R (ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÐÏÚÄÎÅÅ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. œÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓŒÅÒÈÕ, ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ r ¿ 0 É ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m_k, n_k ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ m_1 ¡ m_2 ¡ : : : , m_k ¡ n_k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k É a_{nk} − a_{mk} ¿ r. ðÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ k_1 = 1 É ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ m_k ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÞÌÅÎ m_{k2} , ÂÏÌØÛÉÊ n_{k1} = n_1; ÔÏÇÄÁ a_{mk2} − a_{mk1} ¿ a_{n1} − a_{m1} = r. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ŒÙÂÅÒÅÍ k_3 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ m_{k3} ¿ n_{k2} ; ÔÏÇÄÁ a_{mk3} − a_{mk2} ¿ r. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_1 = a_{mk1} ; b_2 = a_{mk2} ; : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ b_{s+1} − b_s ¿ r ÄÌÑ ŒÓÅÈ s. ôÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔÉ a_n. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÐÒÉÎÃÉÐ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ). ðÕÓÔØ [a_1; b_1] ⊃ [a_2; b_2] ⊃ : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏ- ÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ n[a_n; b_n] ÎÅÐÕÓÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_1; a_2; : : : ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ b_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ A. ïÞÅŒÉÄÎÏ, A ≥ a_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n åÓÌÉ A ¿ b_k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, ÔÏ |a_n − A| ¿ |A − b_k| ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, A ≤ b_n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÔÏ ÅÓÔØ A ∈ ⋂ n[a_n; b_n]. □