íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 3

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ôÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ. óŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. óŒÑÚÎÙÅ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. òÑÄÏÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ∑_∞ n=0 a_n = a_0 + a_1 + : : : , ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_0 = a_0; A_1 = a_0 + a_1; A_2 = a_0 + a_1 + a_2; : : : (Ô.Å. ÇÏŒÏÒÑÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, \ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ", ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_n ÓÈÏÄÉÔ- ÓÑ). úÄÅÓØ a_0; a_1; : : : | ÌÀÂÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ (Ô.Å. ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÀÂÏÊ ÁÂÅÌÅŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ), ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÆÕÎËÃÉÉ É Ô.Ð.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ lim_{n→∞} a_n = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ: lim_{m;n→∞} A_m − A_n = 0. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, lim_{n→∞} a_n = lim_{n→∞} A_{n+1} − A_n = 0. □

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ:

ðÒÉÍÅÒ 1. òÑÄ ∑_∞ n=1 1=n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÈÏÔÑ lim_{n→∞} 1=n = 0. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, A_2k+1 − A_2k

∑_2k+1

n=2^k 1=n ≥ 2 k · 1=2^{k+1} = 1=2, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_n ÎÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ a_0; a_1; · · · ∈ C É ÒÑÄ ∑_∞ n=0 |a_n| ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_n ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ B_0 = |a_0| ; B_1 = |a_0| + |a_1| ; B_2 = |a_0| + |a_1| + |a_2| ; : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ: lim_{m;n→∞}(B_m − B_n) = lim_{m;n→∞}( |a_{m+1}| + · · · + |a_n|) = 0. äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ A_0 = a_0; A_1 = a_1 +a_2; : : : ÉÍÅÅÍ 0 ≤ |A_n − A_m| = |a_{m+1} + · · · + a_n| ≤ |a_{m+1}|+· · ·+ |a_n| = B_m −B_n, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄŒÕÈ ÍÉÌÉÃÉÏÎÅÒÁÈ lim_{m;n→∞}(A_n − A_m) = 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_n (Ô.Å. ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_n) ÓÈÏÄÉÔÓÑ. □

åÓÌÉ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 |a_n| ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ:

ðÒÉÍÅÒ 2. òÑÄ ∑_∞ n=1(−1)^n1=n ÓÈÏÄÉÔÓÑ (Ë − ln 2, ÎÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ). üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ a_1 ≥ a_2 ≥ a_3 · · · ≥ 0 É lim_{n→∞} a_n = 0, ÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=1(−1)^na_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ A_p =

∑_p

n=1(−1)^na_n. ôÏÇÄÁ A_1 ≥ A_3 ≥ A_4 · · · ≥ A_6 ≥ A_4 ≥ A_2, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_1; A_3; : : : ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_2; A_4; : : : ÕÂÙŒÁÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ lim_{p→∞}(A_{2p+1} − A_{2p}) = lim_{p→∞} a_{2p} = 0, ÜÔÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ŒÓÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ A_p (ÐÏÞÅÍÕ ?). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÑÄ ∑_∞ n=1(−1)^na_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ. □

áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄ ∑_∞ n=1(−1)^n1=n ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ: ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ Œ ÐÒÉÍÅÒÅ 1, ÒÑÄ ∑_∞ n=1 1=n ÒÁÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ.

ðÕÓÔØ X ⊂ R. þÉÓÌÏ M ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X (ÚÁÐÉÓØ M = sup X), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ X ÓŒÅÒÈÕ, ÎÏ ÎÉËÁËÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ: ∀x ∈ X : x ≤ M É ∀m ¡ M ∃x ∈ X : x ¿ m. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ, ÎÏ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ: sup(0; 1) = 1 (ÔÏÇÄÁ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. œÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ b_1 ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ X ÓŒÅÒÈÕ, Á a_1 | ÎÅÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ c = (a_1 + b_1)=2. åÓÌÉ ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ X ÓŒÅÒÈÕ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ a_2 = c, b_2 = b_1, Á Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÍ a_2 = a_1, b_2 = c. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË [a_2; b_2] É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÍ Ó ÎÉÍ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, É Ô.Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ [a_1; b_1] ⊃ [a_2; b_2] ⊃ : : : ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÐÒÁŒÙÅ ËÏÎÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÓŒÅÒÈÕ, Á ÌÅŒÙÅ | ÎÅÔ. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ M ∈ ⋂ n[a_n; b_n].

ðÏÓËÏÌØËÕ lim_{n→∞} b_n − a_n → 0, ÞÉÓÌÏ M ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ É M = lim_{n→∞} b_n | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ X ÓŒÅÒÈÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, M = lim_{n→∞} a_n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ m ¡ M , ÔÏ m ¡ a_k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k | ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ m ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ X ÓŒÅÒÈÕ. □ 1

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. íÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÎÅÓÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : N → R. îÅÓÞÅÔÎÏ ÔÁËÖÅ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË [a_1; b_1]. ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÐÏÌÏŒÉÎ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÌÁ f(1); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÐÏÌÏŒÉÎÕ [a_2; b_2]. ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÌÏŒÉÎ ÏÔÒÅÚËÁ [a_2; b_2] ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÌÁ f(2); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÐÏÌÏŒÉÎÕ [a_3; b_3], É Ô.Ä. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ [a_1; b_1] ⊃ [a_2; b_2] ⊃ : : : . ôÏÞËÁ M ∈ ⋂ n[a_n; b_n] ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó f(k) ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ k ∈ N | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. □ ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. œÓÑËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ (ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3 ÌÅËÃÉÉ 2, ŒÓÑËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÉÓÌÏ c = (a + b)=2 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÅÔÎÏ. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ:

ìÅÍÍÁ 5.1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÅÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f(n) = n=2, ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ, É f(n) = −(n − 1)=2, ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ. ôÏÇÄÁ f : N → Z| ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. □

ìÅÍÍÁ 5.2. äÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÞÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞÅÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ N × N ÓÞÅÔÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ f(m; n) = (m + n)(m + n − 1)=2 + m. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !), ÞÔÏ f : N × N → N | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. □

ìÅÍÍÁ 5.3. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞÅÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ⊂ N. ôÏÇÄÁ Œ X ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x_1 | ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ x_1 = f(1). œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X \{x_1} ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x_2 | ÐÏÌÏÖÉÍ x_2 = f(2). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ (ÍÁËÓÉÍÕÍ x ÛÔÕË) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ y ∈ X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ y ¡ x, ÔÏ ÓÁÍÏÅ ÐÏÚÄÎÅÅ ÎÁ x-ÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ x = f(k) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ∈ N. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ f : N → X | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. □

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5.2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÅÔÎÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ) ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌÅÎ | ÏÎÏ ÓÞÅÔÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 5.3. ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÅ ÓÞÅÔÎÏ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅÓÞÅÔÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4, ŒÓÑËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÂÁÚÙ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ | ÏÎÏ ÓÞÅÔÎÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 5.2, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÅÔÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (a; b) =

⋃_{ff; fi ∈ Q}

(ff; fi) ⊂ (a; b)

(ff; fi),

ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ R. □

ðÕÓÔØ X, Y , Z | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, f : X → Y , h : Y → Z É g : X → Z | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ X, Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h | Œ ÔÏÞËÅ b = f(a) ∈ Y , ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ h ∘ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ a. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É g ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f × g : X → Y × Z (ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (f × g)(x) = (f(x); g(x))) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÔÏÞËÅ a.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. œÔÏÒÏÅ: ÐÕÓÔØ U ⊂ Y × Z ÏÔËÒÙÔÏ É (f(a); g(a)) ∈ U . œ ÓÉÌÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÁÚÙ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÄÅËÁÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V ⊂ Y , W ⊂ Z ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(a) ∈ V , g(a) ∈ W É V × W ⊂ U . œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f É g Œ ÔÏÞËÅ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q_f ; Q_g ⊂ X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ Q_f , f(Q_f ) ⊂ V , É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ Q_g É g. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q = Q_f ∩ Q_g ÏÔËÒÙÔÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ a ∈ X É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ f(Q) ⊂ f(Q_f ) ⊂ V É g(Q) ⊂ g(Q_g) ⊂ W , ÏÔËÕÄÁ (f; g)(Q) ⊂ V × W ⊂ U | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. åÓÌÉ lim_{x→a} f(x) = b, lim_{y→b} h(y) = c É f(x) ≠ b ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÔÏ lim_{x→a}(h ∘ f)(x) = c.

ðÒÉÍÅÒ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 6:

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÅÄÅÌ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÏŒ; ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ (Ô.Å. ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á ŒÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÅÎ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ lim_{x→a} f(x) = p ∈ ~R, lim_{x→a} g(x) = q ∈ ~R. ðÅÒÅÏÐÒÅÄÅÌÉÍ, ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, f É g Œ ÔÏÞËÅ a, ÐÏÌÁÇÁÑ f(a) = p, g(a) = q, ÔÁË ÞÔÏ f É g ÔÅÐÅÒØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ Œ ÔÏÞËÅ a.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ mult : (~R × ~R) \ {(0; ∞); (∞; 0)} → ~R ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ mult(x; y) = xy, ÅÓÌÉ x É y ËÏÎÅÞÎÙ (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ R ⊂ ~R), É mult(x; y) = ∞, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ mult ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. œ ÔÏÞËÅ (x; y) ∈ R × R ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ !); ÐÕÓÔØ x = ∞ É y ∈ R \ {0}. ðÕÓÔØ U ⊂ ~R | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ∞; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ U | ÂÁÚÏŒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, Ô.Å. U = {∞} ∪ {t ∈ R | |t| ¿ M }. œÏÚØÍÅÍ V = (y=2; 2y) ⊂ R (ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ y ¿ 0; ÓÌÕÞÁÊ y ¡ 0 ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ) É W = {s ∈ R | |s| ¿ 2M=y}. íÎÏÖÅÓÔŒÁ V É W ÏÔËÒÙÔÙ, (∞; y) ∈ W × V . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ (w; v) ∈ W × V ⊂ ~R^2, ÔÏ mult(w; v) ∈ U , É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ mult Œ ÔÏÞËÅ (∞; y) ÄÏËÁÚÁÎÁ. œ ÔÏÞËÅ (x; ∞) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, Á Œ ÔÏÞËÅ (∞; ∞) | ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ mult ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ŒÓÀÄÕ, ÇÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ôÅÐÅÒØ fg : X → ~R | ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (f × g) É mult.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÇÏ.