íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 4

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. óŒÑÚÎÏÓÔØ. ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ.

œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ∅ É X ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ | ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ X ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ. åÓÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X ÏÔËÒÙÔÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÓŒÑÚÎÏ (Ô.Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÔËÒÙÔÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ), ÔÏ ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÓŒÑÚÎÏ- ÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, É ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ X ÓŒÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ ÏÂÒÁÚ f(X) ⊂ Y ÔÁËÖÅ ÓŒÑÚÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f(X) ⊂ Y ÎÅÓŒÑÚÎÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y_1; Y_2 ⊂ Y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(X) ⊂ Y_1∪Y_2, f(X) ∩ Y_1 ≠ ∅ ≠ f(X) ∩ Y_2, ÎÏ f(X) ∩ Y_1 ∩ Y_2 = ∅. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÏÂÒÁ- ÚÙ X_1 = f^{−1}(Y_1) É X_2 = f^{−1}(Y_2) ÏÔËÒÙÔÙ Œ X. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ X = X_1 ∪ X_2, X_1 ≠ ∅ ≠ X_2, ÎÏ X_1 ∩ X_2 = ∅. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. □

œÁÖÎÅÊÛÉÊ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÒÉÍÅÒ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ïÔÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R ÓŒÑÚÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ [a; b] = X_1 ∪ X_2, ÇÄÅ X_1, X_2 ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É a ∈ X_1. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A = {t ∈ [a; b] | [a; t] ⊂ U_1}. ïÎÏ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ (ÞÉÓÌÏÍ b); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ p = sup A. ðÕÓÔØ p ∈ U_1, ÔÏÇÄÁ p ¡ b (ÐÏÓËÏÌØËÕ U_2 ≠ ∅). ðÏÓËÏÌØËÕ U_1 ÏÔËÒÙÔÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (p − ”; p + ”) ⊂ U_1 | ÎÏ ÔÏÇÄÁ [a; p + ”=2] ⊂ U_1, É p + ”=2 ∈ A ŒÏÐÒÅËÉ ŒÙÂÏÒÕ p. úÎÁÞÉÔ, p ∈ U_2. ôÏÇÄÁ p ¿ a, É Œ ÓÉÌÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ U_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ” ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (p − ”; p + ”) ⊂ U_2. îÏ ÔÏÇÄÁ p − ”=2 ∈ U_2, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË [0:p − ”=2] ⊄ U_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, p − ”=2 ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓŒÅÒÈÕ, ŒÏÐÒÅËÉ ŒÙÂÏÒÕ p. □

œÅÒÎÏ ÔÁËÖÅ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R ÓŒÑÚÎÏ, É a; b ∈ U , ÔÏ [a; b] ⊂ U .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x ∈ [a; b], x =∈ U . ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1 = U ∩ (−∞; x) É U_2 = U ∩ (x: + ∞) ÏÔËÒÙÔÙ (ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ), ÎÅÐÕÓÔÙ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É U = U_1 ∪ U_2, ŒÏÐÒÅËÉ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ. □

éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ X | ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, a; b ∈ X, f : X → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, f(a) = A É f(b) = B. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ C ∈ [A; B] ÎÁÊÄÅÔÓÑ c ∈ X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(c) = C.

ëÏÒÏÔËÏ: ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÑ ÄŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ É ŒÓÑËÏÅ ÐÒÏÍÅ- ÖÕÔÏÞÎÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ f(X) ÓŒÑÚÎÏ Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ A É B | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË [A; B], Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÔÏÞËÕ C. □

ðÒÉÍÅÒ 1. æÕÎËÃÉÑ f(x) = x^2 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g(x) = x (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ- ÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ) ÎÁ ÓÅÂÑ. ïÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 É 4 (Œ ÔÏÞËÁÈ 1 É 2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 2 Œ ÔÏÞËÅ, ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÊ √ 2 ∈ [1; 2]. ôÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N É ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ R_+ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ b^{def}=^n √ a, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ b^n = a.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(0) = a, f(1) = b (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞËÉ a É b).

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ìÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÓŒÑÚÎÏ. 1

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓŒÑÚÎÏ: X = X_1 ∪ X_2, ÇÄÅ X_1 É X_2 ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. œÏÚØÍÅÍ a ∈ X_1, b ∈ X_2 É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → X ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T_1 = f^{−1}(X_1) ⊂ [0; 1] É T_2 = f^{−1}(X_2) ⊂ [0; 1] ÏÔËÒÙÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ), ÎÅÐÕÓÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ 0 ∈ T_1. 1 ∈ T_2) É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ X_1 É X_2), Á ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ | ŒÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1]. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. □

ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÉÍÅÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÈ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓŒÑÚÎÙÈ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ: R, R^n, ÛÁÒ Œ R^n, ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n É Ô.Ä.

ðÒÉÍÅÒ 3. ðÒÉÍÅÒ ÓŒÑÚÎÏÇÏ, ÎÏ ÎÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X: ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ sin 1=x ÐÒÉ x ∈ (0; ß), Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁŒÌÅÎÏ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÖÅÍ ÓŒÑÚÎÏÓÔØ. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÅÎ (ÐÏÞÅÍÕ ?) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓŒÑÚÅÎ, ÔÏÞËÁ ÓŒÑÚÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ X = X_1 ∪ X_2, ÇÄÅ X_1; X_2 ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ, ÎÅÐÕÓÔÙ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ X_1 | ÔÏÞËÁ, Á X_2 | ÇÒÁÆÉË. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Œ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, X_1 = X ∩ V , ÇÄÅ V ⊂ R^2 ÏÔËÒÙÔÏ. ïÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ (ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ) ËŒÁÄÒÁÔ Q Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. îÏ ÔÁËÏÊ ËŒÁÄÒÁÔ Q ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ sin 1=x, ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÔÏ X_1 ∩ X_2 = ∅. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X ÓŒÑÚÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ X ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ. ðÕÓÔØ f : [0; 1] → X | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(0) = (0; 0) (ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ), Á f(1) = (1; sin 1) (ÔÏÞËÁ ÇÒÁÆÉËÁ). ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ t ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ f(t) = (0; 0), ÌÉÂÏ f(t) = (x(t); sin 1=x(t)) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x(t) ∈ (0; 1). íÎÏÖÅÓÔŒÏ A = f^{−1}(0; 0) ÚÁÍËÎÕÔÏ (ËÁË ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ), ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ sup A^{def}= p ∈ A (ÄÏËÁÖÉÔÅ !). ðÏÓËÏÌØËÕ 1 =∈ A, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ p ¡ 1, É f(t) = (x(t); sin 1=x(t)) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ t ∈ (p; 1).

œ ÓÉÌÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ÉÍÅÅÍ lim_{t→p+0} x(t) = 0 É lim_{t→p+0} sin 1=x(t) = 0. œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÍÅÖÕ- ÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÄÌÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ” ¿ 0 ÆÕÎËÃÉÑ x(t) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÐÒÉ t ∈ (p; p + ”) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÉÄÁ 1=(2ßk + ß=2); k ∈ N (ÐÏÞÅÍÕ ?). îÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (p; p + ”) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ sin 1=x(t) = 1 | ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÔÏ sin 1=x(t) → 0 ÐÒÉ t → p + 0.

óÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff ⊂ X ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ ⋃ ff U_ff = X. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ (ÉÌÉ ËÏÍÐÁË- ÔÏÍ), ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ U_ff ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_{ff1} ; : : : ; U_{ffN} , ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ. ëÏÒÏÔËÏ: ÌÀÂÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 4. œÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ. éÎÔÅÒŒÁÌ (0; 1) ÎÅËÏÍ- ÐÁËÔÅÎ: (0; 1) = ⋃ n(1=n; 1), ÎÏ ÎÉËÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ŒÉÄÁ (1=n; 1) ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (0; 1). îÅËÏÍÐÁËÔÎÁ É ÐÒÑÍÁÑ: R = ⋃ n(n − 1; n + 1), ÎÏ ÎÉËÁËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÅ ÐÏËÒÙ- ŒÁÅÔ ÐÒÑÍÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ïÔÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÏÔ- ÒÅÚËÏŒ (ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ) [a_1; b_1] × · · · × [a_n; b_n] ⊂ R^n

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅŒÅÒÎÁ. òÁÚÏÂØÅÍ ÏÔÒÅÚÏË I_1 = [a; b] ÎÁ ÄŒÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ: [a; (a + b)=2] É [(a+b)=2; b]. ðÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÌØÚÑ ÐÏËÒÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÐÏÌÏŒÉÎÕ I_2 É, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÒÁÚÏÂØÅÍ ÅÅ ÐÏÐÏÌÁÍ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ I_1 ⊃ I_2 ⊃ : : : , ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ c. ðÏÓËÏÌØËÕ [a; b] = ⋃ ff U_ff, ÎÁÊ- ÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ff_0, ÞÔÏ c ∈ U_{ff0} . ðÏÓËÏÌØËÕ U_{ff0} | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ŒÉÄÁ (c−”; c+”) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0.

äÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ I_n ÒÁŒÎÁ (b−a)=2^n → 0 ÐÒÉ n → ∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n ÉÍÅÅÍ I_n ⊂ (c−”; c+”) ⊂ U_{ff0} , ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÞÔÏ I_n ÎÅÌØÚÑ ÐÏËÒÙÔØ ÎÉËÁËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_ff.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚ- ËÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. □

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ X ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X \ Y ÏÔËÒÙÔÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Y ⊂ X ÚÁÍËÎÕÔÏ, É {U_ff} | ÐÏËÒÙÔÉÅ Y ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. åÓÌÉ Ë {U_ff} ÄÏÂÁŒÉÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V = X \ Y , ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. éÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_{ff1} ; : : : ; U_{ffN} ; V ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÐÏËÒÙŒÁÌÉ X. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{ff1} ; : : : ; U_{ffN} ÐÏËÒÙŒÁÀÔ Y . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÌÅÍÍÁ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ). úÁÍËÎÕÔÏÅ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Y ÌÅÖÉÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ, Á ÏÎ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3, ËÏÍÐÁËÔÅÎ. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ ÐÏÚÄÎÅÅ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ (ÉÌÉ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_a; U_b ⊂ X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a ∈ U_a, b ∈ U_b, U_a ∩ U_b = ∅. œÓÅ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÅÓÑ ÎÁÍ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ËÒÏÍÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ Œ ÌÅËÃÉÉ 1) ÏÔÄÅÌÉÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ X | ÏÔÄÅÌÉÍÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á Y ⊂ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ. ôÏÇÄÁ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ a ∈ X \ Y . äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ Y ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, Œ ÓÉÌÕ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_b ÔÏÞËÉ b É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V_b ÔÏÞËÉ a. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U_b ÄÌÑ ŒÓÅÈ b ∈ Y ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ Y (ÐÏÓËÏÌØËÕ b ∈ U_b). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË b_1; : : : ; b_N ∈ Y ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ U_{b1} ; : : : ; U_{bN} ÐÏËÒÙŒÁÀÔ Y . îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V_{b1} ∩ · · · ∩ V_{bN} ÏÔËÒÙÔÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ a É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó Y | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X \ Y ÏÔËÒÙÔÏ, Á Y ÚÁÍËÎÕÔÏ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ïÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, Á {U_ff} | ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÂÒÁÚÁ f(X) ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. ðÒÏÏÂÒÁÚÙ V_ff^{def}= f^{−1}(U_ff) ⊂ X ÏÔËÒÙÔÙ É ÐÏËÒÙŒÁÀÔ X. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÄÅËÓÏŒ ff_1; : : : ; ff_N ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ X =

⋃_N n=1 V_{ffn} . îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_{ff1} ; : : :; U_{ffN} ÐÏËÒÙŒÁÀÔ f(X). □

îÅÐÏÎÑÔÎÏÅ, ÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ . ïÔÍÅÔÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÀ: ÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ | ËÏÍÐÁËÔ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÚÁÍËÎÕÔ. îÅÔÒÕÄÎÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ: ÅÓÌÉ f(x) = arctg x, ÔÏ f(R) = (−ß=2; ß=2), É ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÁ | ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔ: ÅÓÌÉ f(x) ≡ 0, ÔÏ f^{−1}({0}) = R. ôÅÏÒÅÍÁ 5 ÚÁÓÔÁŒÌÑÅÔ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ; ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÎÉ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ËÁË \ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ" ÏÂSSÅËÔ.