íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 5

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÏÍÐÁËÔÙ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ). íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

œ ÌÅËÃÉÉ 4 (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 1) ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÌÅÍÍÁ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ: ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n ËÏÍÐÁËÔÎÏ. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÌÅÍÍÁ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ). ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ⊂ R^n ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n ÏÔÄÅÌÉÍÏ, ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÌÅËÃÉÉ 2. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ U_1 ⊂ U_2 ⊂ : : : , ÇÄÅ U_k = {x ∈ R^n | |x| ¡ k} | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ k Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ U_k ÏÔËÒÙÔÙ É ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ŒÓÅ R^n É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R^n. åÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ U_k ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U_{k1} ; : : : ; U_{kN} . åÓÌÉ k_1 ¡ · · · ¡ k_N , ÔÏ X ⊂

⋃_n s=1 U_{ks} = U_{kN} . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, X ÌÅÖÉÔ Œ ÛÁÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ k_N , ÔÏ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. □

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É Y ⊂ X. ôÏÞËÁ a ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ∋ a ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ U ∩ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ b ≠ a.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y = (0; 1) ∪ {2} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1]. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 2 ∈ Y , ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË 0; 1 =∈ Y | ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ôÏÞËÁ a ∈ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {a_1; a_2; : : :} ⊂ X (X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ), ÅÓÌÉ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_{n1} ; a_{n2} ; : : : (Ó ÎÅÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÍÉÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ n_1; n_2; · · · ∈ N), ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N = {1; 2; 3; : : :} ⊂ R ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, Á ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R | ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ +∞.

ðÒÉÍÅÒ 3. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÌÉÂÏ sup M | ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÌÉÂÏ sup M ∈ M É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ inf M . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÅÓÌÉ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓŒÏÀ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÙÅ ÔÏÞËÉ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Y ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Y É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ É a ∈ X\Y . œ ÓÉÌÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ a ∈ U ⊂ X \ Y . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, U ∩ Y = ∅, É a ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ Y . ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ Y ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, É b ∈ X \ Y . ôÏÇÄÁ b ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ Y É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , Ó Y ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ U ⊂ X \ Y , É X \ Y ÏÔËÒÙÔÏ, ÔÏ ÅÓÔØ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ lp(Y ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Y . îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Y ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M ⊃ Y . åÓÌÉ M ⊃ Y É a ∈ lp(Y ), ÔÏ a | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ M . ðÏÜÔÏÍÕ a ∈ M , ÔÏ ÅÓÔØ Y ∪ lp(Y ) ⊂ M , ÏÔËÕÄÁ Y ∪ lp(Y ) ⊂ Y . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ a =∈ Y ∪ lp(Y ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ a ÉÍÅÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U , ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ Ó Y ; ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ É Ó lp(Y ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, U ÌÅÖÉÔ Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÉ Ë Y ∪ lp(Y ) | ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÜÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏ, Á Y ∪ lp(Y ) ÚÁÍËÎÕÔÏ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Y ⊂ Y ∪ lp(Y ), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÉ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1 (ÌÅÍÍÙ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ, ÔÅÏÒÅÍÙ 6 ÌÅËÃÉÉ 2 É ÐÒÉÍÅÒÁ 3). îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → R, ÇÄÅ X | ËÏÍÐÁËÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ðÒÉÍÅÒ 4. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÏÛÉ (x_1x_2 : : : x_n)^{1=n} ≤^{x1+x2 +···+xn}_n , ÇÄÅ x_1; x_2; : : : ; x_n ≥ 0. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ x_1; x_2; : : : ; x_n ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ˘ ¿ 0, ÔÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÕÍÎÏÖÁÔÓÑ ÎÁ ˘, É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ (Ô.Å. ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÂÙÌÏ ŒÅÒÎÙÍ ÒÁÎØÛÅ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ x_1; x_2; : : :; x_n ≥ 0 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x_1 + x_2 + · · · + x_n = 1 | ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x_1x_2 : : : x_n ≤ 1=n^n.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ T_n = {(x_1; : : : ; x_n) | x_1 + · · · + x_n = 1; x_1 ≥ 0; x_2 ≥ 0; : : :; x_n ≥ 0} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ (x_1; : : : ; x_n) ∈ T_n, ÔÏ 0 ≤ x_i ≤ 1 ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ i = 1; : : : ; n) É ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ x_1 + · · · + x_n = 1 É ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ x_1 ≥ 0, . . . , x_n ≥ 0). æÕÎËÃÉÑ 1

f(x_1; : : : ; x_n) = x_1 : : : x_n ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ f : T_n → R É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ (y_1; y_2; : : : ; y_n).

ðÕÓÔØ y_1 ¿ y_2. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ((y_1 + y_2)=2; (y_1 + y_2)=2; y_3; : : : ; y_n) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T_n É Œ ÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ f((y_1 + y_2)=2; (y_1 + y_2)=2; y_3; : : : ; y_n) = (y_1 + y_2)^2y_3 : : : y_n=4 ¿ y_1y_2y_3 : : : y_n = f(y_1; : : :; y_n) Œ ÓÉÌÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (y_1 + y_2)^2=4 − y_1y_2 = (y_1 − y_2)^2=4 ¿ 0. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(y_1; : : : ; y_n) | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁ T_n. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ y_1 = y_2 É, Œ ÓÉÌÕ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, y_1 = y_2 = · · · = y_n = 1=n. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ (x_1; : : : ; x_n) ∈ T_n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x_1 : : : x_n ≤ f(1=n; : : : ; 1=n) = 1=n^n.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. œ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ŒÓÑËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Y ⊂ X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ a ∈ X ÉÍÅÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U_a, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀ Y ÔÏÌØËÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË. íÎÏÖÅÓÔŒÁ U_a, a ∈ X ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U_1; : : : ; U_N . ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_i ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Y , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Y . □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. œÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÂÏ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÌÉÂÏ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ ∞. œÓÑËÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ~R(ÏÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ). œÔÏÒÏÅ | ÉÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ. □

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ X_1 ⊃ X_2 ⊃ : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔÄÅÌÉÍÙÈ ËÏÍÐÁËÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ⋂ n X_n ≠ ∅.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ U_k = X_1 \ X_k, ÇÄÅ k = 2; 3; : : :. íÎÏÖÅÓÔŒÁ U_k ÏÔËÒÙÔÙ Œ ÓÉÌÕ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ ⋂ n X_n = ∅, ÔÏ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ËÏÍÐÁËÔÁ X_1. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ U_{k1} ; : : : ; U_{kn} . âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ k_1 ¡ · · · ¡ k_n, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ U_{k1} ⊂ · · · ⊂ U_{kn} , É X_1 =

⋃_n s=1 U_{ks} = U_{kn} = X_1 \ X_{kn} , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÅÐÕÓÔÏÔÅ X_{kn} . □

íÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ (ÍÅÔÒÉËÁ, ÉÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ) % : X × X → R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) (ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔØ) %(a; b) ≥ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ X, ÐÒÉÞÅÍ %(a; b) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a = b.

2) (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ) %(a; b) = %(b; a).

3) (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) %(a; c) ≤ %(a; b) + %(b; c).

œÓÑËÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ: ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÁ- ŒÌÑÀÔ ÛÁÒÙ B_r (a)^{def}= {b ∈ X | %(a; b) ¡ r} ÓÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÃÅÎÔÒÁÍÉ a ∈ X É ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ r ¿ 0. ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ b ∈ B_{r1} (a_1) ∩ B_{r2} (a_2). ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ %(b; c) ¡ r^{def}= min(r_1 − %(b; a_1); r_2 − %(b; a_2)), ÔÏ %(c; a_1) ¡ r_1 É %(c; a_2) ¡ r_2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B_r(b) ⊂ B_{r1} (a_1) ∩ B_{r2} (a_2), ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_{r1} (a_1) ∩ B_{r2} (a_2) ÏÔËÒÙÔÏ.

ðÒÉÍÅÒÙ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ:

ðÒÉÍÅÒ 5. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R: ÍÅÔÒÉËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ %(a; b) = |a − b|.

ðÒÉÍÅÒ 6. åÓÌÉ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ X ÔÏÖÅ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÅ | ÍÅÔÒÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÍÅÔÒÉËÉ Œ X ÎÁ Y . ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÁÑ ÍÅ- ÔÒÉËÏÊ ÎÁ Y , ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÉÚ X. ôÁË, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N ÍÏÖÎÏ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÍÅÔÒÉ- ËÏÊ (ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {0; 1; 1=2; 1=3; : : :} ⊂ R.

ðÒÉÍÅÒ 7. äÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X = X_1 × X_2 ÄŒÕÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ó ÍÅÔÒÉËÁÍÉ %_1 É %_2 ÍÏÖÎÏ ÎÁÄÅÌÉÔØ ÍÅÔÒÉËÏÊ %((a_1; a_2); (b_1; b_2)) = %_1(a_1; b_1) + %_2(a_2; b_2) (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ !). ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ %, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ X_1 × X_2 × · · · × X_n ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

œ ÓÌÕÞÁÅ R^n ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÁÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ ‘_1: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ (x_1; : : : ; x_n) É (y_1; : : : ; y_n) ÒÁŒÎÏ

∑_n

i=1 |x_i − y_i|. þÁÝÅ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ ‘_2, ÇÄÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁŒÎÏ (∑_n i=1(x_i − y_i)^2

)_{1=2} (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ !). ôÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÜÔÉÍÉ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÐÏÞÅÍÕ ?).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Y → X, ÇÄÅ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Á Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ Œ ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ lim_{y;z→a} %(f(y); f(z)) = 0, ÇÄÅ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (Y \ {a})^2.

ôÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ Œ ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÏÎÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ X = R.

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Y → X, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Œ ÔÏÞËÅ a, ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ y → a.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : Y → R ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ Y . ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ Y ÔÏÞËÉ a, Œ ËÏÔÏÒÏÊ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U_n ÔÁËÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a, ÞÔÏ %(f(y); f(z)) ¡ 1=n ÐÒÉ y; z ∈ U_n \ {a}. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ U ⊃ U_1 ⊃ U_2 ⊃ : : : .

ðÏÌÏÖÉÍ A_n^{def}= sup_{x∈Un\{a}} f(x). ðÏÓËÏÌØËÕ U ⊃ U_1 ⊃ U_2 ⊃ : : : , ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ A_n ÕÂÙŒÁÅÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A. ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ |A_n − A| ¡ ”=2 É |f(y) − A_n| ≤ 1=n ¡ ”=2 ÐÒÉ y ∈ U_n \ {a} | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ y ∈ U_n \ {a} ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(y) − A| ¡ ”, ÏÔËÕÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ lim_{y→a} f(y) = A. □

ôÅÏÒÅÍÁ 6. äÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÌÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÏÌÎÏ. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R^n | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.