íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

ìåëãéñ 9

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ðÏÌÎÏÔÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(X). ðÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 1. ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÌÏÖÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X Œ ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ: X ⊂ X. ðÏÓËÏÌØËÕ X | ËÏÍÐÁËÔ, Á X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÄÅÌÉÍÏ, X ÚÁÍËÎÕÔÏ ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ X ÐÌÏÔÎÏ Œ X | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, X = X, ÏÔËÕÄÁ X ÐÏÌÎÏ. □

ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ X → R Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ %(f; g)^{def}= max_{x∈X} |f(x) − g(x)|.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Z → C(X) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÐÒÉ z → z_0: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ z_0 ∈ Z, ÞÔÏ %(f(a); f(b)) ¡ ” ÐÒÉ a; b ∈ U | ÔÏ ÅÓÔØ |f(a)(x) − f(b)(x)| ¡ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ a; b ∈ U É ŒÓÅÈ x ∈ X. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f_x : Z → R, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ f_x(z) = f(z)(x), ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÐÒÉ z → z_0. ðÏÓËÏÌØËÕ R ÐÏÌÎÏ, ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ g(x) = lim_{z→z0} f(z)(x).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ d ¿ 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ z_0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ z_U ∈ U É x_U ∈ X ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |f(z_U )(x_U ) − g(x_U )| ≥ d. œ ÓÉÌÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ U ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |f(z_U )(x_U ) − f(z)(x_U )| ≤ d=2 ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈ U | ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, |f(z)(x_U ) − g(x_U )| ≥ d=2. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ g(x_U ) = lim_{z→z0} f(z)(x_U ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g : X → R ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 7), ÔÏ ÅÓÔØ g ∈ C(X). òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ f(z)(x) → g(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ %(f(z); g) = max_{x∈X} |f(z)(x) − g(x)| → 0 ÐÒÉ z → z_0. □

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÛÁÒ B ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ f(t) = 0 Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C[0; 1] ÎÅËÏÍÐÁËÔÅÎ (É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÛÁÒ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÍÐÁËÔ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÉ f_n(t) = sin 3^nßt ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ B É ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ max_{t∈[0;1]} |f_n(t) − f_m(t)| = 2 ÄÌÑ ŒÓÅÈ m É n. éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {f_n} ÎÅ ÉÍÅÅÔ Œ ÛÁÒÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ B | ËÏÍÐÁËÔ, ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÌÏ ÂÙ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÌÅËÃÉÉ 5. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ C[0; 1] ÎÅÔ ÁÎÁÌÏÇÁ ÌÅÍÍÙ çÅÊÎÅ{âÏÒÅÌÑ: ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ËÏÍÐÁËÔÏÍ (ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ŒÅÒÎÏ: ËÏÍÐÁËÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ É ÚÁÍËÎÕÔ).

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ). ðÕÓÔØ X | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É f : X → X | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ q ¡ 1 É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ a; b ∈ X ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ %(f(a); f(b)) ¡ q%(a; b). ôÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ, É ÐÒÉÔÏÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ x_0 ∈ X É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÒÅËÕÒ- ÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x_{n+1} = f(x_n). üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ: %(x_m; x_n) ¡ %(x_m; x_{m+1}) + · · · + %(x_{n−1}; x_n) ¡ (q^m + · · · + q^{n−1})%(x_0; f(x_0)) =^{qm −qn}_{1−q} %(x_0; f(x_0)) → 0 ÐÒÉ m; n → ∞. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ X ÐÏÌÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ x_∗. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ x_{n+1} = f(x_n) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÐÏÌÕÞÁÑ x_∗ = f(x_∗) | ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. □

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R × R^n → R^n É ŒÅËÔÏÒ v = (v_1; : : : ; v_n) ∈ R^n, ÐÒÉÞÅÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ R ¿ 0, T_0 ¿ 0 ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (t; x_1; : : : ; x_n) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x_i ÐÒÉ t ∈ [0; T_0] É |x − v| ≤ R. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ T ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; T ] → R^n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f^′(t) = F (t; f(t)) É ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ f(0) = v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [0; T ] → R^n, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ f(x) = v +

∫_x 0 F (t; f(t)) dt ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÕÖ- ÎÏÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÀ É ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÔÁËÖÅ ŒÅÒÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ (ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [0; T ]). 1

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |F (t; x)| ≤ M ÐÒÉ t ∈ [0; T_0] É |x − v| ≤ R. ðÕÓÔØ B | ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ R Ó ÃÅÎÔÒÏÍ v(t) ≡ v Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (C[0; T ])^n ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ T ≤ T_0. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A(f)(x) = v +

∫_x 0 F (t; f(t)) dt, ÔÏÇÄÁ |A(f)(x) − v| ≤ M T , ÅÓÌÉ f ∈ B. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ T ¡ R=M , ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÛÁÒ B Œ ÓÅÂÑ.

þÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x_i ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÐÒÉ t ∈ [0; T ] ⊂ [0; T_0], |x − v| ≤ R ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ D: |^{@f}_{@xi} (t; x)| ≤ D. ðÕÓÔØ f = (f_1; : : : ; f_n); g = (g_1; : : : ; g_n) ∈ B; ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ s(t; ø )^{def}= F (t; (1 − ø )f(t) + ø g(t)) − F (t; f(t)), ÇÄÅ ø ∈ [0; 1]. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ^{@s(t;ø)}_{@ø} ÒÁŒÎÁ

∑_n i=1 @F @x_i (t; (1 − ø )f(t) + ø g(t))(gi(t) − fi(t)) É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ nD

∑_n i=1 |g_i(t) − f_i(t)|. ïÔ-

ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |F (t; g(t)) − F (t; f(t))| = | | | ∫_1 0 @s(t;ø)

@ø dø | | | ≤ nD ∑_n i=1 |g_i(t) − f_i(t)|. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : B → B: %(A(f); A(g)) ≤ max_{x∈[0;T ]}

∫_x 0 |F (t; g(t)) − F (t; f(t))| dt ≤ nDT max^n_{i=1} max_{x∈[0;T ]} |f(x) − g(x)| = nDT %(f; g). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ T ¡ 1=2nD ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : B → B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ (Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ q = 1=2).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (C[0; 1])^n ÐÏÌÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1. ûÁÒ B ⊂ (C[0; 1])^n ÚÁÍËÎÕÔ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ f = A(f) ÉÍÅÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÒÅÛÅÎÉÅ, É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ F : R^{nN+1} → R^n | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, Á v_0; : : :; v_{N−1} ∈ R^n | ÎÁÂÏÒ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ F ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ËÒÏÍÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÅÒŒÏÊ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (0; v_0; : : : ; v_{N−1}) ∈ R^{nN+1}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ T ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f : [0; T ] → R^n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f^{(N)} (t) = F (t; f(t); f^′(t); : : : ; f^{(N−1)}(t)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ [0; T ], ÐÒÉÞÅÍ f(0) = v_0, . . . , f^{(N−1)}(0) = v_{N−1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÅÄÅÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1; : : : ; f_{N−1} É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ f^′ = f_1; f^′_1 = f_2; : : : ; f^′_{N−1} = F (t; f; f_1; : : : ; f_{N−1}) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ f(0) = v_0, . . . , f_{N−1}(0) = v_{N−1} ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. □