íáôåíáôéþåóëéê ëïììåäö îíõ íáôåíáôéþåóëéê áîáìéú, 1 óåíåóôò

úáäáþé{2 (äåêóôœéôåìøîùå þéóìá)

ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, N), Á M = Q, R ÉÌÉ C . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ X, ÅÓÌÉ lim_{x;y→a} |f(x) − f(y)| = 0, ÇÄÅ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : X × X → R, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’(x; y) = |f(x) − f(y)|.

úÁÄÁÞÁ 1. Á) òÁÓÛÉÆÒÕÊÔÅ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ X = N, a = ∞ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ X = R. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → M , ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Œ ÔÏÞËÅ a, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÛÅÓÔŒÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ⊂ X ÔÏÞËÉ a É ÛÁÒ B(A; r) ⊂ M ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(U ) ⊂ B(A; r)). Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim_{x→a} f(x) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ f ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏ Œ ÔÏÞËÅ a.

äŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_n} É {b_n} ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÚÏŒÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ a_n ∼ b_n), ÅÓÌÉ lim_{n→∞}(a_n − b_n) = 0.

úÁÄÁÞÁ 2. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

1) ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔÉ: a_n ∼ a_n ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n, 2) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ a_n ∼ b_n, ÔÏ b_n ∼ a_n, 3) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ a_n ∼ b_n É b_n ∼ c_n, ÔÏ a_n ∼ c_n.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ (Œ ÔÏÞËÅ ∞), ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÖÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 3. Á) ðÕÓÔØ a_n É b_n | ÄŒÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ p ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_p ¡ b_p É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ | ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ q ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a_q ¿ b_q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n É b_n ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. Â) äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ \ÂÏÌØÛÅ" ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ ÄÒÕÇÏÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÄÁÎÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ a_n É b_n | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, a^′_n ∼ a_n, b^′_n ∼ b_n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ −a_n, a_n + b_n É a_nb_n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ, Â) −a^′_n ∼ −a_n, a^′_n + b^′_n ∼ a_n + b_n, a^′_nb^′_n ∼ a_nb_n, Œ) ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1=a_n ÔÁËÖÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, É 1=a^′_n ∼ 1=a_n. Ç) äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁÄ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÐÏÌÑ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏŒËÉ ÓËÏÂÏË (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙ) É ÏÔ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙ), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ ff(fi + fl) = fffi + fffl, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉÃÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁÍ ff + 0 = ff = ff · 1, ŒÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÅ É ŒÓÑËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

éÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (ff; fi) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x ∈ R | ff ¡ x ¡ fi}.

úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ff ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ n ≤ ff ¡ n + 1. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ, Ô.Å. Œ ŒÉÄÅ n + ∑_∞ k=1 a_k=10^k, ÇÄÅ n ∈ Z, a_k ∈ {0; 1; : : :; 9} É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_k} ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ \ÈŒÏÓÔÁ" ÉÚ ÄÅŒÑÔÏË (∀N ∃k ¿ N a_k ≠ 9).

úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ëÏÛÉ: ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ∈ R ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ (Œ ÔÏÞËÅ ∞), ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} a_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ: ÐÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, Ô.Å. ÂÁÚÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: U_1; U_2; : : : . ôÏÇÄÁ ŒÓÑËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → R, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ Œ ÔÏÞËÅ a ∈ X, ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÒÅÄÅÌ lim_{x→a} f(x) ∈ R.

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓŒÅÒÈÕ, ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÒÉÎÃÉÐ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ: ÐÕÓÔØ [a_1; b_1] ⊃ [a_2; b_2] ⊃ : : : | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ⋂ n[a_n; b_n] ÎÅÐÕÓÔÏ. 1

ðÕÓÔØ X ⊂ R. þÉÓÌÏ M ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X (ÚÁÐÉÓØ M = sup X), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ X ÓŒÅÒÈÕ, ÎÏ ÎÉËÁËÏÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ: ∀x ∈ X x ≤ M É ∀m ¡ M ∃x ∈ X x ¿ m.

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.

úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÎÅÓÞÅÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ f : N → R. îÅÓÞÅÔÎÏ ÔÁËÖÅ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.

úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÅÔÎÏ, Â) ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÓÞÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞÅÔÎÏ, Œ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞÅÔÎÏ, Ç) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÅÔÎÏ.

úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ (ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÁË ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÅ, ÔÁË É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÂÁÚÕ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ Œ R.