îåúáœéóéíùê íïóëïœóëéê õîéœåòóéôåô áîáìéú, 1 óåíåóôò

áâóïìàôîáñ óèïäéíïóôø. òáœîïíåòîáñ óèïäéíïóôø.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ, ÅÓÌÉ lim_{n→∞}^1_n

∑_n k=1 a_k = a.

úÁÄÁÞÁ 1. Á) ðÕÓÔØ a_n → a ∈ R ÐÒÉ n → ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ. Â) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n = z^n (z ∈ C ). Œ) ôÏ ÖÅ, a_n = sin nx, x ∈ R. Ç) ôÏ ÖÅ, a_n =

∑_n

k=0 z^k (\ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ∑_∞ k=0 z^k Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ").

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 |a_n| ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 2. Á) ðÕÓÔØ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_n ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É s : N → N | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∑_∞ n=0 a_{s(n)} = ∑_∞ n=0 a_n. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=1(−1)^n=n ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÎÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ), ÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÅŒÅÒÎÏ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ a_n; x; z ∈ C .

úÁÄÁÞÁ 3. Á) òÑÄ ∑_∞ n=0 a_nz^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ É R ¡ |z|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_nx^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ Œ ËÒÕÇÅ {x ∈ C | |x| ≤ R}. Â) òÑÄ ∑_∞ n=0 a_nz^n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ É |x| ¿ |z|. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim_{n→∞} a_nx^n = ∞.

Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ % ∈ R_{≥0} ∪ {+∞}, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ R ¡ % ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_nx^n ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ËÒÕÇÅ {x ∈ C | |x| ≤ R}, É lim_{n→∞} a_nx^n = ∞ ÐÒÉ |x| ¿ % (% ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ).

úÁÄÁÞÁ 4. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=1 x^nn^k, k ∈ Z. Â) ôÏ ÖÅ, ÒÑÄÁ ∑_∞ n=1 x^n=n!. Œ) ðÕÓÔØ lim_{n→∞}^n √ |a_n| = K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=0 a_nx^n ÒÁŒÅÎ 1=K (∞, ÅÓÌÉ K = 0). Ç) ðÕÓÔØ lim_{n→∞} |a_{n+1}=a_n| = K. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑_∞ n=0 a_nx^n ÒÁŒÅÎ 1=K.

úÁÄÁÞÁ 5. Á) ðÕÓÔØ a_n → 0, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ B_n =

∑_n k=0 b_k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=0 a_nb_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ. Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ z ∈ C ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 z^n=n ? Œ) ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 z^n=n^ff ÐÒÉ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÍ ff ¿ 0. Ç) ðÕÓÔØ ˘_n → 0 ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ n=1 ˘_n sin nx ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ⊂ R, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÏÞÅË ŒÉÄÁ 2ßk, k ∈ Z.

õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ŒÏÐÒÏÓÕ 5Á). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ c_N =

∑_N

n=0 a_nb_n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ (Ë ŒÏÐÒÏÓÕ 5Ç É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ). e^{ix} = cos x + i sin x, ÏÔËÕÄÁ cos x = (e^{ix} + e^{−ix})=2, sin x = (e^{ix}ie^{−ix})=(2i).

úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

∫_ß 0 sin mx sin nx = 0 ÐÒÉ m ≠ n; ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÒÉ m = n (m; n ∈ Z).

Â) ðÕÓÔØ ˘_n → 0 ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ, g(x) = ∑_∞ n=1 ˘_n sin nx. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˘_m =^2_ß

∫_ß 0 g(x) sin mx dx.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄÁÞÅÊ 5Ç.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ∫_∞ a = lim_{b→+∞}

∫_b a . úÁÄÁÞÁ 7. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I(a) = ∫_∞ 0 sin x=x · e^{−ax} dx ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ a ∈ (0; ∞). Â) äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I(0) = ∫_∞ 0 sin x=x · dx ÓÈÏÄÉÔÓÑ. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I(a) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ a ∈ [0; ∞). Ç) œÙÞÉÓÌÉÔÅ I^′(a). Ä) œÙÞÉÓÌÉÔÅ I(a) ÐÒÉ ŒÓÅÈ a ∈ [0; ∞).

õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÄÁÞÁ 7Â ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË 5Á.

úÁÄÁÞÁ 8 (ÔÅÏÒÅÍÁ äÉÎÉ). Á) ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f_n : [0; 1] → R ÍÏÎÏÔÏÎÎj ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ∈ [0; 1] É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ. Â) íÏÖÎÏ ÌÉ Œ ÜÔÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÕÓÌÏŒÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ? Œ) á ÏÔ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f_n ? Ç) á ÏÔ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ? Ä) á ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ?

úÁÄÁÞÁ 9 (ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ s ¿ 1 ÒÑÄ ı(s) = ∑_∞ n=1 1=n^s ÓÈÏÄÉÔÓÑ. Â) äÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı(s) | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ s ÐÒÉ s ¿ 1. Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ı(s) → ∞ ÐÒÉ s → 1 + 0.

úÁÄÁÞÁ 10. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ^1_x + ∑_∞ n=1(1=(x − n) + 1=(x + n)) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x =∈ Z. Â) ðÕÓÔØ f(x) | ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(x + 1) = f(x). Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. Ç) îÁÊÄÉÔÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ f(x) ÐÒÉ x → N ∈ Z.