íë îíõ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ, ÌÉÓÔÏË 1. 08.09.05

ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ðÁÍÑÔËÁ:

IR | ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ′C | ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,

Ô.Å. ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ z = a + bi, ÇÄÅ a; b ∈ IR, Á i^2 = −1. þÉÓÌÁ a É b ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÞÉÓÌÁ z.

|z| | ÍÏÄÕÌØ ÞÉÓÌÁ z = a + bi, |z| := √ a^2 + b^2.

arg z | ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ z = |z| · (cos ’ + i sin ’), arg z := ’.

1. îÁÊÄÉÔÅ (−i)^2, i^{10}, (1 + i)^{10}, (1 − i)^{10}, (1 + i)^{101}, ( √ 3 + i)^{30}.

2. îÁÊÄÉÔÅ z; w ∈ ′C ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ z + w = z · w = 2. 3. œÙÞÉÓÌÉÔÅ 1 + i + i^2 + i^3 + : : : + i^{100}.

4. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ: a) z^2 = 2; b) z^2 = 1 + i; c) z^2 + 2z + 2 = 0. 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (3=5) + (4=5)i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ 1 ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ ÃÅÌÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ n.

óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ðÕÓÔØ z = a + bi. þÉÓÌÏ z := a − bi ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÕ z.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) z + z ∈ IR, b) z + w = z + w, c) zw = z · w, d) z=w = z=w. 2. îÁÊÄÉÔÅ (1 + i)=(1 − i) É (8 + i)=(1 + 2i). 3. òÅÛÉÔÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z^2 = 2i.

4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z·w ∈ IR É z+w ∈ IR ÔÏ ÌÉÂÏ z = w ÌÉÂÏ z É w | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

çÅÏÍÅÔÒÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |z|^2 = zz, |zw| = |z| · |w|.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |z + w| ≤ |z| + |w|. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ?

3. îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË: a) |z| = 1; b) |z − 1| = 1; c) |z| = |z + 1|.

4. îÁÊÄÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ z^n, ÇÄÅ z = r(cos ’ + i sin ’). 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ 0, 1=z É z ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. 6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ z + z = zz ÚÁÄÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

îÁÊÄÉÔÅ ÅÅ ÃÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ.

7. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË z ∈ ′C ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |z − 3| ≤ 2 É |z + 4i| ≤ 3. 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÊ ÅÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. ëÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ?

õÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÐÏŒÏÒÏÔÙ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ a ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → az ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ŒÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ Œ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. œ ËÁËÏÅ?

2. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ a ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ? : : :ÅÓÌÉ |a| = 1?

3. ðÒÉ ËÁËÏÍ a ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 30^∘ ŒÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ? 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → az ÅÓÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a| É ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ arg a.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏŒÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÌÁ ff ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z → z(cos ff + i sin ff)

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÄÕÌÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z^3 = 1, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n ¿ 2 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ a ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ z^n = a ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

9. þÉÓÌÁ 0 É z ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. çÄÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÔÒÅÔØÑ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÁ?

10. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ ÔÏÞËÁÈ u; v; w ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎ- ÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. îÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÉÈ ÃÅÎÔÒÏŒ (Œ ŒÉÄÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ u; v; w). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÃÅÎÔÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁŒÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ- ÎÉË.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ n ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = 1 ÒÁŒÎÁ 0. îÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ n ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^n = 1.

12. ðÒÉ ËÁËÉÈ a É b ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → az +b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏŒÏÒÏÔÏÍ? ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ? ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ?

13. ðÒÉ ËÁËÉÈ a É b ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ z → az + b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÅŒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ? 14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ 0, 1, z ÐÏÄÏÂÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÉËÕ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ 0, 1,^1_z .

ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÐÒÑÍÙÅ

1. ôÏÞËÉ x; y; z ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ : : : ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. œÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É ÄÏËÁÚÁÔØ.

2. îÁÊÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË z ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ (z − 1)=(z − 2) | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ z; w; 1=z; 1=w ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ 1=z ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÇÄÁ z ÄŒÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÊ ℜz = 1. 5. ôÏÞËÉ x; y; z; w ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ : : : ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ. œÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É ÄÏËÁÚÁÔØ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ zz + az + az + c = 0, ÇÄÅ a | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á c | ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ, ÚÁÄÁÔ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (Ô.Å. ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ), ÐÒÑÍÕÀ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏ a É c, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ?

éÎŒÅÒÓÉÑ

éÎŒÅÒÓÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ 0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ X ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞËÕ X^′, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÌÕÞÅ OX, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ OX · OX^′ = r^2.

1. ëÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ? ëÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ? œ ËÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÉËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ? þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÄŒÁÖÄÙ?

2. ëÕÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ z ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ 0 É ÒÁÄÉÕÓÏÍ r? (ïÔŒÅÔ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.)

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ z → 1=z ÌÀÂÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ÐÅÒÅÈÏ- ÄÉÔ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÐÒÑÍÕÀ.

5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÎŒÅÒÓÉÉ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ Œ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ, É ŒÏÏÂÝÅ ÕÇÏÌ, ÐÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÄŒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ðÕÓÔØ IR^3 | ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y; t), S | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ IR^3 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ (0; 0; 1), N = (0; 0; 2) | ÓÅŒÅÒÎÙÊ ÐÏÌÀÓ ÓÆÅÒÙ S.

ôÏÞËÅ X ÓÆÅÒÙ S ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÏÞËÕ ß(X), ÌÅÖÁÝÕÀ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÐÒÑÍÏÊ NX É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ t = 0. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ óÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÅËÃÅÊ.

PSfrag replacements

1. ðÕÓÔØ X = (x; y; t) | ÔÏÞËÁ ÓÆÅÒÙ S. úÁÐÉÛÉÔÅ ß(X) Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÌÅËËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÏ a + bi, ÇÄÅ a É b ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ x; y É t.

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÓÆÅÒÅ Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÅ.

3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÅÒÅÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÕÇÌÙ.