íë îíõ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. ìÉÓÔÏË 2 (15.09.05). çÒÕÐÐÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. çÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÔØ ËÁÖÄÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÐÁÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a É b ÉÚ G ÜÌÅÍÅÎÔ ab ∈ G ÔÁË, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

I. ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ: (ab)c = a(bc) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a; b; c ∈ G.

II. cÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ: Œ G ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e, ÞÔÏ ae = ea = a ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ G. III. ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ G ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b ∈ G ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ab = ba = e (ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, a^{−1} É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ a).

çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅŒÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ: ab = ba ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ G. 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÓÅÂÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ, ÅÓÌÉ ÐÏÄ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÇÒÕÐÐÁ ÁÂÅÌÅŒÏÊ? óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ, ÅÓÌÉ X ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÇÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ n É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ S_n)? ïÂÒÁÚÕÅÔ ÌÉ ÇÒÕÐÐÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÏÏÂÝÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÓÅÂÑ?

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ ÅÇÏ Œ ÓÅÂÑ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ.

ëÁËÏŒ ÅÅ ÐÏÒÑÄÏË (ÐÏÒÑÄËÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ)?

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÄÏÂÁŒÉÔØ ŒÓÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ. îÁÊÔÉ ÅÅ ÐÏÒÑÄÏË. ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÇÒÕÐÐÕ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ (ÂÅÚ ÐÏŒÏÒÏÔÏŒ)? œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ?

4. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ (ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ) ÄÌÑ: Á) ÒÏÍÂÁ, Â) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, Œ) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ n-ÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ, Ç) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, Ä) ËÕÂÁ, Å) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉ- ÐÅÄÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ËÕÂÏÍ, Ö) ÏËÔÁÜÄÒÁ. îÁÊÔÉ ÉÈ ÐÏÒÑÄËÉ.

5. ôÏ ÖÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ Á) ÉËÏÓÁÜÄÒÁ, Â) ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÏÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ a^n = e. åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a { ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.

6. îÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄËÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÁÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËŒÁÄÒÁÔÁ, ÒÏÍÂÁ, ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ËÕÂÁ É ÏËÔÁÜÄÒÁ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË n, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e; a; a^2; : : : a^{n−1} ÎÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ É ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ m ÜÌÅÍÅÎÔ a^m ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ ÖÅ a { ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ e; a; a^{−1}; a^2; a^{−2}; : : : ÎÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ). ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ Œ ÇÒÕÐÐÅ G ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÐÏÒÑÄËÁ n, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ e; a; a^2; : : :a^{n−1}, ÔÏ ÅÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a, Á ÓÁÍ ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ a, Á ÓÁÍ a ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË.

8. óÒÅÄÉ ÇÒÕÐÐ, ÐÏÑŒÌÑŒÛÉÈÓÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, n ¿ 1, Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n (ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÓÕÍÍÙ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ { Z_n).

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ZÓ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ { ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, É ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? åÓÌÉ ÄÁ, ÎÁÊÔÉ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ.

10. îÁÊÔÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ 12-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÅÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ.

11. ãÉËÌÉÞÎÁ ÌÉ ÇÒÕÐÐÁ (ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÙ G_1 É G_2 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f : G_1 → G_2, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ f(ab) = f(a)f(b) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ G_1. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÅÂÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

12. åÓÔØ ÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ: 1) ÇÒÕÐÐÁ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËŒÁÄÒÁÔÁ; 2) ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÒÏÍÂÁ; 3) ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ; 4) Z_4?

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ S_3 (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1). œÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËŒÁÄÒÁÔÁ?

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z, ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ { Z_n.

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕÐÐÕ.

16. îÁÊÔÉ ŒÓÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÏŒ 2, 3, 4 É 5.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. çÒÕÐÐÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎ ËÁË ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁÖÄÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. œÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ.

17. äÌÑ ÇÒÕÐÐ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 3, 4, 5 É 11 ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.