íë îíõ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. 1 ËÕÒÓ ìÉÓÔÏË 4 (29.09.05)

íÁÔÒÉÃÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 2 × 2 ÍÁÔÒÉÃ ÎÁÄ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÞÅÒÅÚ M2(C ) := { ( a b c d ) |a; b; c; d ∈ C }. det ( a b c d ) = ad − bc | ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ; tr ( a b c d ) = a + d | ÓÌÅÄ ÍÁÔÒÉÃÙ.

íÁÔÒÉÃÁ E = ( 1 0 0 1 ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ.

îÁ M2(C ) ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ( a b c d ) + ( x y z t ) = ( a + x b + y c + z d + t ) , ( a b c d ) · ( x y z t ) = ( ax + bz ay + bt cx + dz cy + dt ) . íÁÔÒÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ: ( a b c d ) ( z1 z2 ) = ( az1 + bz2 cz1 + dz2 ) .

1. ðÕÓÔØ A; B ∈ M_2(C ). œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ AB = BA?

2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M_2(C ) Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ. ñŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÕÐÐÏÊ M_2(C ) Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ?

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ GL_2(C ) := {A ∈ M_2(C )| det A ≠ 0}. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ GL_2(C ) | ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÀ? ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ?

4. ðÕÓÔØ A = ( a b c d ) ∈ C É z ∈ C . œŒÅÄÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÀ A ∗ z =^{az+b}_{cz+d} .

œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ AB ∗ z = A ∗ (B ∗ z)?

óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ˘ ∈ C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ v = ( v_1 v_2 ) ≠ ( 0 0 ) , v_i ∈ C , ÞÔÏ Av = ˘v.

5. îÁÊÄÉÔÅ det(A − ˘E), ÇÄÅ ˘ ∈ C | ÐÁÒÁÍÅÔÒ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ˘ | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˘ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ z^2 − z tr A + det A = 0. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Õ ÍÁÔÒÉÃÙ A ∈ M_2(C )?

7. ðÕÓÔØ v É u | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ˘_1 É ˘_2, ˘_1 ≠ ˘_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ u É v ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÎÁÄ C (Ô.Å. ÅÓÌÉ qu + tv = 0 É q; t ∈ C , ÔÏ q = t = 0).

8. óËÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ?

9. ðÕÓÔØ S ∈ GL_2(C ) É A ∈ M_2(C ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÓÌÅÄ É ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ S^{−1}AS ÞÅÒÅÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ A.

10. ðÕÓÔØ ˘_1 ≠ ˘_2 | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ S

ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ S^{−1}AS = ( ˘_1 0 0 ˘_2 ) . (õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ S ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ S ( 1 0 ) = u É S ( 0 1 ) = v,

ÇÄÅ u É v | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A Ó ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ˘_1 É ˘_2.)

11. ðÕÓÔØ ˘ | ËÒÁÔÎÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A, É v | ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ.

a) îÁÊÄÉÔÅ S ∈ GL_2(C ) ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ Sv = ( 1 0 ) . b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ S^{−1}AS = ( ˘ b 0˘ ) , ÇÄÅ b ∈ C .

c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÔÒÉÃÁ S ÔÁËÁÑ ÞÔÏ S^{−1}AS = ( ˘ 1 0˘ ) . 12. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ det AB = det BA, tr AB = tr BA. b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr ABC = tr BCA. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ tr ABC = tr BAC? c) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ tr A_1A_2 : : : A_n = tr A_nA_1A_2 : : : A_{n−1}.