íë îíõ. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. ìÉÓÔÏË 5 (06.10.05). çÒÕÐÐÙ. óÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ É ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ H ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÁÍÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ Œ G.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ G ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (1) e ∈ H É ÄÌÑ ŒÓÅÈ g; h ∈ H (2) gh ∈ H; (3) g^{−1} ∈ H. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (1) | (3) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ?

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ G É ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ H. üÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ g_1 É g_2 ÎÁÚÏŒÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ g^{−1}_1 g_2 ∈ H. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÎÅÍÕ (ÏÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÌÅŒÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H) ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ gH = {gh : h ∈ H}.

3. ëÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ G ÎÕÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÅ ÎÁ ÐÒÁŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ Hg = {hg : h ∈ H}?

4. ïÐÉÓÁÔØ ÐÒÁŒÙÅ É ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ ŒÓÅÈ Á) ŒÒÁÝÅÎÉÊ, Â) ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ.

5. ïÐÉÓÁÔØ ÐÒÁŒÙÅ É ÌÅŒÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÎÁ ÍÅÓÔÅ Á) ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ; Â) ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ.

6. (ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). åÓÌÉ G ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ËÁËÏŒÁ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ ÅÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H, |G| = |G : H||H|, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ G : H ÏÂÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ H (ÒÁŒÎÏÅ, Ë ÓÌÏŒÕ, ÞÉÓÌÕ ÐÒÁŒÙÈ { ÄÏËÁÚÁÔØ! { É ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ H), Á |A|, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÃÉËÌÉÞÎÁ.

åÓÌÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÕÐÐ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 2) ÏÐÕÓÔÉÔØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. äÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ ff : G → S(X), ÇÄÅ S(X) { ÇÒÕÐÐÁ ŒÓÅÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÓÅÂÑ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÂÉÅËÃÉÉ ff(g) ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ x ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ff(g)x ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÐÒÏÓÔÏ gx, ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÏÚÎÉ- ËÁÅÔ ÐÕÔÁÎÉÃÙ. åÓÌÉ G ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ (Ô. Å. ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ S(X)), ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÅÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁ X, ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÍÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ id : G → S(X); id(g) = g. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (1) ex = x É (2) (gh)x = g(hx) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X É g; h ∈ G (e, ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÕ ÇÒÕÐÐÙ G). äÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ËÁËÉÍ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÍÎÏÖÁÔØ (ÓÌÅŒÁ) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ G ÔÁË, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ (1) É (2), ÔÏ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁÄÁÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ X.

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ: Á) l(g)x = gx (Ô. Î. ÌÅŒÙÅ ÓÄŒÉÇÉ); Â) r(g)x = xg^{−1} (ÐÒÁŒÙÅ ÓÄŒÉÇÉ); Œ) a(g) = gxg^{−1} (ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÌÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ).

ïÒÂÉÔÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊃ Gx = {gx : g ∈ G}. óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ G_x = {g : gx = x}.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ { ÅÓÌÉ x_1 É x_2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÒÂÉÔÅ, ÔÏ ÉÈ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ G_{x1} É G_{x2} ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ (Ô. Å. ÎÁÊÄÅÔÓÑ g ∈ G, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ G_{x1} = gG_{x2} g^{−1} (gHg^{−1} = {ghg^{−1} : h ∈ H}).

11. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÏÒÂÉÔÏÊ Gx É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÅŒÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ G=G_x. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÞÉÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÒÂÉÔÙ, ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ G ËÏÎÅÞÎÁ?

12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ŒÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ (ŒÅÄØ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ËÕÂÁ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ, ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎ!) îÁÊÔÉ ÏÒÂÉÔÙ É ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÙ ŒÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ.

13. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ, ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÕÐÐ ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ Á) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, Â) ÏËÔÁÜÄÒÁ, Œ) ÉËÏÓÁÜÄÒÁ, Ç) ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ; Ä) ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ n-ÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ.

14. ôÁŒÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ, ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÉÎÄÕÃÉÒÕÀÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ, ÇÒÁÎÑÈ, ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÈ ÇÒÁÎÅÊ É Ô. Ä. ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ËÕÂÁ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÁÒÕ ŒÅÒÛÉÎ, ÔÏ ŒÒÁÝÅÎÉÅ ËÕÂÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÎÏ, ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÅÂÅÒ). îÁÊÔÉ ÏÒÂÉÔÕ É ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÒÅÂÒÁ ËÕÂÁ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ ÇÒÕÐÐÙ Á) ÅÇÏ ŒÒÁÝÅÎÉÊ; Â) ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.

15. òÅÛÉÔØ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ Á) ÇÒÁÎÉ; Â) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ; Œ) ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÇÒÁÎÉ; Œ) ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÙÈ ÒÅÂÅÒ; Ç) ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ.

16. ôÏ ÖÅ ÄÌÑ Á) ÒÅÂÒÁ; Â) ÇÒÁÎÉ; Œ) ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÒÅÂÅÒ; Ç) ÐÁÒÙ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÏËÔÁÜÄÒÁ.

17. ïÐÉÓÁÔØ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (Ô. Å. ÏÒÂÉÔÙ ÐÒÉ ÄÅÊÓÔŒÉÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÓÅÂÅ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 9.Œ) Œ ÇÒÕÐÐÁÈ ŒÒÁÝÅÎÉÊ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ Á) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ; Â) ËÕÂÁ; Œ) ÏËÔÁÜÄÒÁ.

18. ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÒÂÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÒÁŒÎÏ^1_{|G|} ∑ g∈G |X^g |, ÇÄÅ X^g = {x ∈ X : gx = x} { ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÏÖŒÉÖÎÙÈ

ÔÏÞÅË ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G.

19. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÁ Œ Á) 2 ÃŒÅÔÁ; Â) 3 ÃŒÅÔÁ; Œ) 6 ÃŒÅÔÏŒ (ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÒÉ ŒÒÁÝÅÎÉÑÈ ËÕÂÁ).