çòõððù ìé áìçåâòù ìé

úáäáîéå 1 GL_N (C ), SL_N (C ), U_N

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ GL_n(C ) ÇÒÕÐÐÕ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ C^n Œ ÓÅÂÑ Ó ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ðÕÓÔØ gl_n(C ) | ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ C^n Œ ÓÅÂÑ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÓËÏÂËÏÊ [A; B] = AB −BA. úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ GL_n(C ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ, gl_n(C ) - Åč ÁÌÇÅÂÒÏÊ ìÉ, Á ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ - ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÉÚ gl_n(C ) Œ GL_n(C ). þÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ? ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ gl_n(C ), ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÐÒÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÁÒÔÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ SL_n(C ) ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ GL_n(C ), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ. úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ SL_n(C ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ Œ GL_n(C ), ÏÐÉÛÉÔÅ Åč ÁÌÇÅÂÒÕ ÌÉ sl_n(C ) ⊂ gl_n(C ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÁÚÉÓ sl_n(C ), ŒÙÐÉÛÉÔÅ ÓËÏÂËÕ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. þÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ? ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ sl_n(C ), ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÐÒÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÁÒÔÕ ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Œ C^n ÚÁÄÁÎÏ ÜÒÍÉÔÏŒÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U_n ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ GL_n(C ), ÓÏÓÔÏ- ÑÝÕÀ ÉÚ ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ SU_n ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ U_n, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U_n É SU_n ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ Œ GL_n(C ), ÏÐÉÛÉÔÅ ÉÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ u_n; su_n ⊂ gl_n(C ). ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÁÚÉÓ u_n É su_n, ŒÙÐÉÛÉÔÅ ÓËÏÂËÕ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. þÔÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜËÓÐÏÎÅÎ- ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ? ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ u_n, su_n, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÁÒÔÕ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ É ÃÅÎÔÒ GL_n(C ), SL_n(C ), U_n É SU_n, Á ÔÁËÖÅ ËÏÍÍÕÔÁÎÔ É ÃÅÎÔÒ ÉÈ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ u_n É su_n ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ gl_n(C ) É sl_n(C ) ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C .

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ sl_n(C ) | ÐÒÏÓÔÁ (ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏŒ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ su_n | ÐÒÏÓÔÁ (ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁ ìÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R). úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÕÎÉÔÁÒ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ŒÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ GL_n(C ) É SL_n(C ) ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ U_n É SU_n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. úÁÄÁÞÁ 8. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ SU_2 É ÇÒÕÐÐÏÊ ËŒÁÔÅÒÎÉÏÎÏŒ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ (ÐÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÀ).

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ U_n=U_{n−1} ∼= SU_n=SU_{n−1} ∼= S^{2n−1}. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ U_n É SU_n | ÓŒÑÚÎÙ, É ÞÔÏ SU_n | ÏÄÎÏÓŒÑÚÎÁ, Á U_n ÉÍÅÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ Z.

äÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I = {i_1 ¡ · · · ¡ i_r } ⊂ {1; : : :n} ÎÁÚÏŒčÍ ÆÌÁÇÏÍ Œ C^n ÎÁÂÏÒ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

0 ⊂ V_{i1} ⊂ V_{i2} ⊂ · · · ⊂ V_{ir} ⊂ C^n ; dim V_i = i:

úÁÄÁÞÁ 10. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ I ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÌÁÇÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ËÁË ÄÌÑ SL_n(C ), ÔÁË É ÄÌÑ SU_n. ïÐÉÛÉÔÅ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ Œ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. ëÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÀÔ ÆÌÁÇ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ V_{ij} ÐÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍÉ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ e_1; e_2 : : : e_{ij} ÄÌÑ j = 1 : : : r? ëÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÕÎÉÔÁÒÎÙ?