ìåëãéñ 1

óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ

1. ëÒÁÔËÏÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ 1 1.1. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ É ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ 1 1.2. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ìÉ 1 1.3. áÌÇÅÂÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ É Åč ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ 3 1.4. äÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐ ìÉ É ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ 4 1.5. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ 5 2. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ 6 2.1. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ 6 2.2. ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ 6 2.3. ëÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐ ìÉ 7 2.4. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ 8 3. ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ 9 ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ 9

1. ëÒÁÔËÏÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ

üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÐÒÉÚŒÁÎ ÎÁÐÏÍÎÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ (ÐÏ ÍÎÅÎÉÀ ÌÅËÔÏÒÁ) ÆÁËÔÙ ÉÚ ŒÙÛÅÎÁÚŒÁÎÎÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ- ÓÔÉ ÔÉÐÁ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁËÏŒ.

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ X; Y | ÇÌÁÄËÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÐÒÏ- ÔÉŒÎÏÅ.

1.1. ôÅÎÚÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ É ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. ôÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X | (ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ) ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ T^j_i X = (T X)^{⊗i} ⊗ (T^∗X)^{⊗j} . åÓÌÉ ’ : X → Y | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÌÁÄËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ’_∗ : `(X; T^i_j X) → `(Y; T^i_j Y ) (ÞÅÒÅÚ `(X; V ) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ V ÎÁÄ X). îÁ `(X; T^•_• X) ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ (ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÏÊ) ÁÌÇÅÂÒÙ (Ó ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ⊗) É ÓŒÅÒÔËÁ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’_∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÍ ÓÏ ÓŒÅÒÔËÏÊ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÒÕÐÐÁ Di¸(X) ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ (ÓÌÅŒÁ) ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ ÎÁ `(X; T^•_• (X)). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ g ∈ Di¸(X); f ∈ C^∞(X) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (gf)(x) = f(g^{−1}x).

1.2. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ É ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ìÉ. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ `(X; T X). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÅÝč ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Vect(X).

ëÁÖÄÏÍÕ ¸ ∈ Vect(X) ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ C^∞(X), Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÀ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ @_¸. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ @_¸(f) = ⟨¸; df⟩. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ → @_¸ : Vect(X) → Der(C^∞(X)). üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏ É Di¸(X)-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏ (ÎÁ Der(C^∞(X)) ÇÒÕÐÐÁ Di¸(X) ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÁË ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Hom_R(C^∞(X); C^∞(X)) ÌÉ- ÎÅÊÎÙÈ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ). íÅÎÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏ.

äÌÑ ÄŒÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ D_1; D_2 ∈ Der(C^∞(X)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÉÈ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D_1; D_2] = D_1D_2 − D_2D_1, ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ) É ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÝÉÊ 1

Der Œ ÁÌÇÅÂÒÕ ìÉ. éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ¸ → @_¸ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ìÉ Ó Der(C^∞(X)) ÎÁ Vect(X). œÎÉÍÁÎÉÅ: ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ → @_¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÔÉÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ, Ô.Å. ÞÔÏ @_{[¸;ȷ]} = −[@_¸; @_ȷ].

õÐÒÁÖÅÎÉÅ 1. òÁÓÐÉÛÉÔÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄŒÕÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : X → Y ÎÉËÁË ÎÅ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ Ó X ÎÁ Y . ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ’ ÕŒÁÖÁÅÔ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÎÉÑ. á ÉÍÅÎÎÏ

õÐÒÁÖÅÎÉÅ 2. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ¸ ∈ Vect(X); ¸^1 ∈ Vect(Y ) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ’- ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ- ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ d_x’(¸) = ¸^1_{’(x)}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¸; ȷ ∈ Vect(X); ¸^1; ȷ^1 ∈ Vect(Y ) ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ¸; ¸^1 É ȷ; ȷ^1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ’-ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍÉ, ÔÏ ÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ [¸; ȷ]; [¸^1; ȷ^1].

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÍ ìÉ.

ëÁÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÇÏ ÐÏÔÏË, ÐÅÒÅÎÏÓÑÝÉÊ ÔÏÞËÕ ÐÏ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ x ÐÏÔÏËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸ ÚÁ ŒÒÅÍÑ t ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ exp(t¸)x. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ (t; x) → exp(t¸)x ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ

1) ïÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X × {0} Œ X (ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ (x; t), ÞÔÏ ÔÏÞËÕ x ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÐÏÔÏËÏÍ ÚÁ ŒÒÅÍÑ t). üÔÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (x; t_1); (x; t_2) ∈ U ⇒ (x; t) ∈ U ÄÌÑ ŒÓÅÈ t_1 ⩽ t ⩽ t_2.

2) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → exp(t¸)x ÉÚ {x ∈ X|(x; −t) ∈ U} Œ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÏÍ ÎÁ ÓŒÏÊ ÏÂÒÁÚ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÔÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ).

3) exp(0)x = x ÄÌÑ ŒÓÅÈ x.

4) ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ (x; t_1) ∈ U. ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ (x; t_1 + t_2); (exp(t_1¸)x; t_2) ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÉÌÉ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ U É exp(t_2¸) exp(t¸_1)x = exp((t_1 + t_2)¸)x (ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÔÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U → X ÍÙ (ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÔÏÞÎÏ) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÏÄÎÏÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ, ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ Ì.Ï.Ç.Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁ- ÖÄÏÍÕ ŒÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ Ì.Ï.Ç.Ä. ïÂÒÁÔÎÏ, ËÁÖÄÁÑ Ì.Ï.Ç.Ä ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÔÏËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. ðÏÌÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÔÏË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÇÌÏÂÁÌØÎÏ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ t É x) ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ. óËÁÖÅÍ, ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒ- ÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ.

œÓÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÑÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ (Ó ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÏÇÏŒÏÒËÁÍÉ, ËÁÓÁÀÝÉÍÉÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÓÔÉ) ÎÁ ÓÌÕ- ÞÁÊ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ¸ É ÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ø , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÏÌÅ exp(t¸)_∗ø Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÉÚ X. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ìÉ L_¸ø ËÁË^d_{dt} |_{t=0} exp(t¸)_∗ø .

ïÐÉÛÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ìÉ.

1) ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ → L_¸ : Vect(X) → gl(`(X; T^•_• (X))) ÌÉÎÅÊÎÏ.

2) ëÏÌØ ÓËÏÒÏ exp(t¸)_∗ ÅÓÔØ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒÙ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞ- ÎÙÊ ÓÏ ÓŒÅÒÔËÁÍÉ, ÔÏ L_¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. óËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÓŒÅÒÔËÉ ⟨•; •⟩ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ L_¸⟨ø_1; ø_2⟩ = ⟨L_¸ ø_1; ø_2⟩ + ⟨ø_1; L_¸ø_2⟩.

3) äÌÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ g (ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÉÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_∗L_¸g^{−1}_∗ = L_{g∗¸}.

4) äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ C^∞(X) ÉÍÅÅÍ L_¸f = −@_¸f. äÌÑ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ȷ | L_¸ȷ = [¸; ȷ]. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

exp(t¸)_∗(@_ȷf) = @_{exp(t¸)∗ȷ}(exp(t¸_∗)f):

É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ Œ 0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ȷ → @_ȷ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. 2

5) òÁŒÅÎÓÔŒÏ L_¸ø = 0 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ø ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏËÁ exp(t¸).

6) [L_¸; L_ȷ] = L_{[¸;ȷ]}.

õÐÒÁÖÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

1.3. áÌÇÅÂÒÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ É Åč ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ. äÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÁÌØÎÁÑ i-ÆÏÒÍÁ ÎÁ X | ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ

⋀_i T^∗X. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ ˙^i(X). ôÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÍ ˙(X) =

⨁_{dim X} i=0 ˙^i(X).

äÌÑ ! ∈ ˙^i(X) É ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ¸_1; : : : ; ¸_i ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ !(¸_1; : : : ; xi_i) ∈ C^∞(X). äÌÑ ! ∈ ˙^i(X); ` ∈ ˙^j (X) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ! ∧ `, ÐÒÅŒÒÁÝÁÀ- ÝÅÅ ˙(X) Œ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ. üÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÁ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, É ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, Ô.Å ! ∧ ` = (−1)^{ij} ` ∧ ! ÄÌÑ ! ∈ ˙^i(X); ` ∈ ˙^j (X). íÙ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ÉÌÉ ÓŒÅÒÔËÁ Ó ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ) ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÁ ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ dx^1 ∧ dx^2 : : : dx^j (^@_{@x1} ; : : : ;^@_{@xj} ) = 1 (ÚÄÅÓØ x^1; : : : ; x^i | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ’ : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. éÍÅÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÁÄÕÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ (pull-back) ’^∗ : ˙(Y ) → ˙(X). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ | ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ ’^∗ = ’^{−1}_∗ .

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ˙(X). ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÅÂÒÁ ˙(X) ÎÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, Á ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÁ, ÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓËÏÒÒÅËÔÉÒÏŒÁÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D : ˙(X) → ˙(X) ÎÁÚÏŒÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁ- ÎÉÅÍ (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÅÅ, ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ) ÓÔÅÐÅÎÉ i, ÅÓÌÉ:

1) D(˙^j (X)) ⊂ ˙^{i+j} (X) ÄÌÑ ŒÓÅÈ j.

2) D(! ∧ `) = D! ∧ ` + (−1)^{ij} ! ∧ D` ÄÌÑ ! ∈ ˙^j (X); ` ∈ ˙(X).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ ÓÔÅÐÅÎÉ i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Der_i(˙(X)).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ:

1) ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ìÉ L_¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ 0. 2) ðÕÓÔØ ¸ ÓÎÏŒÁ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ´_¸ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ! ∈ ˙^i(X) ÐÕÓÔØ ´_¸! | ÔÁËÁÑ i − 1-ÆÏÒÍÁ, ÞÔÏ ´_¸!(¸_1; : : : ; ¸_{i−1}) = !(¸; ¸_1; : : : ¸_{i−1}) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸_1; : : : ; ¸_{i−1} ∈ Vect(X). œÎÕÔÒÅÎÎÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÓÔÅÐÅÎÉ -1 (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ).

3) îÁËÏÎÅÃ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ŒÎÅÛÎÅÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 1, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ d É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÎÅÛÎÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ. ïÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

Á) d^2 = 0.

Â) äÌÑ f ∈ C^∞(X) ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ d ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ X Œ R.

Œ) œÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÕÓÔØ ’ : X → Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ’^∗d = d’^∗ (ÚÄÅÓØ ÓÔÏÑÔ ÄŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ ÎÅ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ, ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÍÍÕÔÁ- ÔÏÒÁ ÔÁËÖÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ D_1 ∈ Der_i(˙(X)); D_2 ∈ Der_j (˙(X)). ôÏÇÄÁ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÊ D_1 É D_2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ [D_1; D_2]_+ = D_1D_2 − (−1)^{ij} D_2D_1. üÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ), ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÔÅÐÅÎØ i + j.

õÓÔÁÎÏŒÉÍ ÓÕÐÅÒËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ d; L_¸; ´_¸.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. äÌÑ ¸; ȷ ∈ Vect(X) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ (1.3) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ "ŒÏÌÛÅÂÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ü. ëÁÒÔÁÎÁ"):

[d; d]_+ = 0

(1.1) [d; L_¸]_+ = 0

(1.2) [d; ´_¸]_+ = −L_¸

(1.3) [L_¸; L_ȷ]_+ = 0

(1.4) [L_¸; ´_ȷ]_+ = ´_{[¸;ȷ]}

(1.5) [´_¸; ´_ȷ]_+ = 0

(1.6)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1.2), (1.5), ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (1.2) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ exp(t¸)_∗d = d exp(t¸)_∗ (ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Œ) ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ d) É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÔÏÞËÅ 0.

äÏËÁÖÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1.5). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÐÒÉÒÏÄÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ X ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ. áÌÇÅÂÒÁ ˙(X) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ f É df. ïÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅÐÅÎØ -1, ÎÁ f ÏÎÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ 0. ôÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ:

[L_¸; ´_ȷ]_+df = L_¸´_ȷdf − ´_ȷL_¸df = L_¸@_ȷf − ´_ȷ dL_¸f = L_ȷL_¸f − L_¸ L_ȷf = −L_{[¸;ȷ]}f = ´_{[¸;ȷ]}df: □ ðÒÉŒÅÄÅÍ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ L_¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓŒÅÒÔËÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÞÔÏ

(1.7) L_¸(!(¸_1; : : : ; ¸_i)) = (L_¸!)(¸_1; : : : ; ¸_i) + i∑ j=1 !(¸_1; : : : ; [¸; ¸_j ]; : : : ; ¸_i):

äÁÌÅÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1.3) (1.8)

d!(¸_0; : : : ; ¸_i) = i∑ j=0 (−1)^{i+1}L_{¸i} !(¸_0; : : : ; ^¸_j ; : : : ; ¸_i)− ∑ j¡k (−1)^{j+k} !([¸_j ; ¸_k ]; ¸_0; : : : ; ^¸_j ; : : : ; ^¸_k; : : : ; x_i):

(ÚÎÁË ^ , ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÍŒÏÌ ÏÐÕÝÅÎ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÏÉÔ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÔÏÞËÅ x ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ¸_0; : : : ; ¸_i Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

1.4. äÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐ ìÉ É ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. üÔÁ ÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÈ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÎÁÔÑÖËÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÚÄÅÓØ ÓÁÍÏÅ ÕÄÁÞÎÏÅ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ.

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÌÅŒÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐ ìÉ. áÌÇÅÂÒÕ ìÉ g ÇÒÕÐÐÙ ìÉ G ÍÙ ÒÅÁÌÉ- ÚÕÅÍ, ËÁË ÐÏÄÁÌÇÅÂÒÕ Œ Vect(G), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÐÒÁŒÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. üÔÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÐÏÌÎÙ. çÒÕÐÐÁ G ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ g ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ad. îÁ ÕÒÏŒÎÅ ÐÒÁŒÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÜÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ ËÁË ÌÅŒÙÊ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ. éÍÅÅÔÓÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ exp : g → G. ïÐÑÔØ ÖÅ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ¸ ∈ g ËÁË ÐÒÁŒÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÔÏ exp(¸) = exp(¸)e.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G : X. íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒ- ÆÉÚÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ g → Vect(X). äÌÑ x ∈ X ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’ : G → X; g → gx. äÌÑ ¸ ∈ g ∼= T_eG ÐÏÌÏÖÉÍ ¸_∗x = d_e’(¸). ëÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÙ ¸_∗x ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸_∗, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÙÍ Ó ¸. 4

õÐÒÁÖÅÎÉÅ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ g ∈ G; ¸ ∈ g ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ g_∗¸_∗ = (Ad(g)¸)_∗, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ¸ → ¸_∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ G-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ (ÚÄÅÓØ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÉÚ g ËÁË Ï ÐÒÁŒÏÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ).

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ¸ → ¸_∗ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÁÌÇÅÂÒ ìÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ exp(tȷ)_∗¸_∗ = (Ad(exp(tȷ))¸)_∗; ¸; ȷ ∈ g; É ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÅÇÏ Œ ÔÏÞËÅ t = 0. ôÁË ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ [ȷ_∗; ¸_∗] = [ȷ_∗; m¸_∗]. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ¸ → ¸_∗.

1) œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸_∗ ÐÏÌÎÏ É exp(t¸) = exp(t¸_∗) (ËÁË ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X). 2) äÌÑ x ∈ X ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ G_x ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÏÞËÉ x Œ G, Á ÞÅÒÅÚ g_x ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÜÔÏÇÏ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ.

õÐÒÁÖÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÉ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

1.5. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ X | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ X ËÁË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ i Œ T_xX ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ I ∈ GL(T_xX; R) Ó I^2 = −1. óÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ Œ T_xX ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. óÉÔÕÁÃÉÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ T_xX Ë T_xX ⊗_R C . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, C ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ŒÔÏÒÏÊ ÓÏÍÎÏÖÉ- ÔÅÌØ. éÍÅÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÎÁ T_xX ⊗C , ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ T_xX ∼= T_xX ⊗R.

íÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T_{1;0 x}X; T_{0;1 x}X ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ I_C ∈ GL(T_xX ⊗ C ; C ), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ i É −i, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ É ÁÎÔÉÇÏÌÏ- ÍÏÒÆÎÏÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ). œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ, T_{1;0 x}X = {¸ ⊗ 1 − I¸ ⊗ i; ¸ ∈ T_xX}; T_{0;1 x}X = {¸ ⊗ 1 + I¸ ⊗ i; ¸ ∈ T_xX}. éÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ Œ ÐÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ T_xX ⊗C = T_{1;0 x}X ⊕T_{0;1 x}X. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ŒÌÏÖÅÎÉÑ T_xX ,→ T_xX ⊗C Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÄÁÅÔ R-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ T_xX ∼= T_{1;0 x}X; T_xX ∼= T_{0;1 x}X. åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ i¸ = I¸, ÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÂÕÄÅÔ C -ÌÉÎÅÊÎÙÍ, Á ŒÔÏ- ÒÏÊ C -ÁÎÔÉÌÉÎÅÊÎÙÍ.

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ T_xX ⊗ C = T_{1;0 x}X ⊕ T_{0;1 x}X ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ T^∗_x X ⊗ C ∼= Hom_R(T_xX; C ) ∼= Hom_C (T_xX ⊗ C ; C ) = Hom_C (T_{1;0 x}X; C ) ⊕ Hom_C (T_{0;1 x}X; C ). ðÅÒ- ŒÙÊ Hom (ÉÚ T_{1;0}) ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ T^{1;0}_x X, ŒÔÏÒÏÊ | ÞÅÒÅÚ T^{0;1}_x X. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ X ËÏŒÅËÔÏÒ d_xf ÌÅÖÉÔ Œ T^{1;0}_x X, Á ËÏŒÅËÔÏÒ d_xf | Œ T^{0;1}_x X.

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ T^∗_x X ⊗ C = T^{1;0}_x X ⊕ T^{0;1}_x X ÉÍÅÅÍ ˙^k(X) ⊗ C = ⨁ i+j=k˙

i;j (X), ÇÄÅ ˙^{i;j} (X) = `(X; T^{1;0}X^{⊗i} ⊗T^{0;1}X^{⊗j} ). üÔÏ ÚÁÄÁÅÔ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÎÁ ÁÌ- ÇÅÂÒÅ ˙(X)⊗C . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ¸ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ (Ô.Å. ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ exp(t¸) ÔÁËÏŒÙ), ÔÏ L_¸ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ ÎÁ ˙(X) ⊗ C .

ïÂÓÕÄÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÓŒÑÚÁÎ Ó ŒŒÅÄÅÎÎÏÊ ÂÉÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÏÊ ŒÎÅÛÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌ. œÙÂÅÒÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ z^1; : : : ; z^n ÎÁ X. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

df = n∑ i=1 @f @z^i dz^i + n∑ i=1 @f @z^i dz^i;

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ d(˙^{ij} (X)) ⊂ ˙^{i+1;j} (X) ⊕ ˙^{i;j+1}(X). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ d Œ ÓÕÍÍÕ @ + @, ÇÄÅ @ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÂÁŒÌÑÔØ Ë ÂÉÓÔÅÐÅÎÉ (1; 0), Á @ | (0; 1). ïÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ @; @ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÕÐÅÒÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ˙(X) ⊗ C Ó [@; @]_+ = [@; @]_+ = [@; @]_+ = 0.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ’ : X → Y ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ’^∗ : ˙(Y ) ⊗ C → ˙(X) ⊗ C ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÇÒÁÄÕÉÒÏŒËÕ É ËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó @; @. 5

2. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ïÓÎÏŒÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÁÖÎÅÊÛÉÈ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÏÎÑÔÉÊ | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅ- ÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ Ó ÎÉÍÉ.

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. 2-ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ (Ô.Å. d! = 0) É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ Œ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ. íÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ !, ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ.

ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: dim X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÉÂÏ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÏ- ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ).

ðÒÉŒÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ.

2.1. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. üÔÏ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ðÕÓÔØ V | ÞÅÔÎÏ-ÍÅÒÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. îÁ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ !. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ e_1; : : : ; e_{2n} | ÂÁÚÉÓ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ

(2.1) !( 2n∑ i=1 x_ie_i; 2n∑ i=1 y_ie_i) = n∑ i=1 (x_iy_{n+i} − y_ix_{n+i}):

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ŒÓÅ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÌÉ- ÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ GL(V ). óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ | ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Sp(V ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÏÒÍÕ ! ÎÁ V . ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ V ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_x ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó V , ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ! ËÁË 2-ÆÏÒÍÕ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉ- ÞÅÓËÏÊ. çÏŒÏÒÑ Ï ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ (V; !).

2.2. ëÏËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. œ ÜÔÏÍ ÐÕÎËÔÅ ÍÙ ŒŒÅÄÅÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ËÏËÁÓÁÔÅÌØÎÏÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ T^∗X, ÏÂÏÂÝÁÀÝÕÀ ŒŒÅÄÅÎÎÕÀ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß ÐÒÏÅËÃÉÀ T^∗X → X. ôÏÞËÁ ÉÚ T^∗X ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ÐÁÒÕ (x; fi) Ó x ∈ X; fi ∈ T^∗_x X. ðÕÓÔØ U | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Œ X, q^1; : : : ; q^n | ËÏÏÒ- ÄÉÎÁÔÙ. œŒÅÄÅÍ ÎÁ ß^{−1}(U) ÆÕÎËÃÉÉ p^1; : : : ; p^n ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (x; fi) → p^1(x; fi)d_xq^1+ : : : p^n(x; fi)d_xq^n. æÕÎËÃÉÉ p^i; q^i; i = 1; n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ß^{−1}(U).

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÁ ff ∈ ˙^1(T^∗X) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÁË: ⟨ff; ¸⟩(x; fi) = ⟨fi; d_{(x;fi)}¸⟩ ÄÌÑ ¸ ∈ Vect(T^∗X). œÏ ŒŒÅÄÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ff =

∑_n i=1 p^idq^i.

ðÏÌÏÖÉÍ ! = −dff. äÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ. îÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ! = ∑_n

i=1 dq^i ∧ dp^i.

ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ⟨e_1; : : : ; e_n⟩.

œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÚÎÁÔØ ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ! ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ ÉÚ Vect(T^∗X). îÉÖÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÕÖÎÙÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎËÃÉÊ É ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ ÎÁ T^∗X.

óÐÅÒŒÁ ÆÕÎËÃÉÉ:

1) ðÕÓÔØ f ∈ C^∞(X). ôÏÇÄÁ ß^∗(f) ÅÓÔØ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ T^∗X. æÕÎËÃÉÑ ÉÚ C^∞(T^∗X) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ß^∗(f) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ÓÌÏÑÈ. 6

2) ðÕÓÔØ ¸ ∈ Vect(X). íÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ¸ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ C^∞(T^∗X) ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÁ ÓÌÏÑÈ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ, ÐÏÌÏÖÉŒ ¸(x; fi) = ⟨¸_x; fi⟩. ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ C^∞(T^∗X), ËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁ ÎÁ ÓÌÏÑÈ, ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ.

ôÅÐÅÒØ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ:

3) ðÕÓÔØ fl ∈ ˙^1(X). äÌÑ (x; fi) ∈ T^∗X ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ T_(x; fi)ß^{−1}(T^∗X) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ Ó T^∗_x X. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ fl_x ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ T_{(x;fi)}ß^{−1}(x). ðÏÌÕÞÁÅÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ T^∗X, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~fl. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dß(~fl) = 0, ÏÔËÕÄÁ ff(~fl) = 0. œÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ T^∗X, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ.

4) ðÕÓÔØ ¸ ∈ Vect(X). éÍÅÅÍ Ì.Ï.Ç.Ä exp(t¸). äÌÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ g ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X (ÇÌÏÂÁÌØÎÏÇÏ ÉÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÐÏÄSSÅÍ ~g ÎÁ T^∗X, Ô.Å., ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ~g(x; fi) = (gx; g_∗fi). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ~exp(t¸) ÓÎÏŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Ì.Ï.Ç.Ä. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ~¸ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ Ì.Ï.Ç.Ä. ~exp(t¸). ôÁËÉÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ T ∗X ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ dß(~¸) = ¸, ÏÔËÕÄÁ ff(~¸) = ¸.

œÙÐÉÛÅÍ ÔÅÐÅÒØ ËÏÍÍÕÔÁÃÉÏÎÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ ÔÉÐÏŒ 3),4). ïÎÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙ:

õÐÒÁÖÅÎÉÅ 6. äÌÑ fl_1; fl_2 ∈ ˙^1(X); ¸_1; ¸_2 ∈ Vect(X) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

[ ~fl_1; ~fl_2] = 0;

(2.2)

[ ~¸_1; ~fl_1] = ~L_{¸1} fl_1;

(2.3)

[~¸_1; ~¸_2] = ~[¸_1; ¸_2]:

(2.4)

îÁÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ! ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÑÈ

ìÅÍÍÁ 5. äÌÑ fl_1; fl_2 ∈ ˙^1(X); ¸_1; ¸_2 ∈ Vect(X) ÉÍÅÅÍ

!( ~fl_1; ~fl_2) = 0;

(2.5)

!( ~fl_1; ~¸_1) = ß^∗(⟨fl_1; ¸_1⟩);

(2.6)

!( ~¸_1; ~¸_2) = [¸_1; ¸_2]:

(2.7)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (2.6), ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÐÒÁÖ- ÎÅÎÉÑ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ É ÆÏÒÍÕÌÅ (1.8) ÉÍÅÅÍ

!( ~¸_1; ~fl_1) = L_{~¸1} (ff( ~fl_1)) − L_{~fl1} (ff( ~¸_1)) − ff([ ~¸_1; ~fl_1]) = [ ~fl_1; L_{~¸1} ~fl_1 ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙ] = @_{~fl1} ¸_1 = [ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ] = ß^∗(⟨fl_1; ¸_1⟩): □ 2.3. ëÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÇÒÕÐÐ ìÉ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ìÉ, Á g | Åč ËÁÓÁ- ÔÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ.

éÍÅÅÍ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ad : G → GL(g); ad : g → gl(g). œ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÉÍÅÅÍ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ad^∗; ad^∗ ÇÒÕÐÐÙ G É ÁÌÇÅÂÒÙ g, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ g^∗. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ g ∈ G; ¸; ȷ ∈ g; ff ∈ g^∗ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ Ad^∗(g)ff; ad^∗(¸)ff ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ⟨Ad^∗(g)ff; ȷ⟩ = ⟨ff; Ad(g)^{−1}ȷ⟩, ⟨ad^∗(¸)ff; ȷ⟩ = −⟨ff; [¸; ȷ]⟩.

îÁÛÁ ÃÅÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÏÒÂÉÔÁÈ O = Ad^∗(G)ff; ff ∈ g^∗; ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÕÀ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ïÔÍÅÔÉÍ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÞÔÏ O ∼= G=G_ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, É T_ffO = ad^∗(g)ff. îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ¸_∗ff = ad^∗(¸)ff; ¸ ∈ g; ff ∈ O. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅËÔÏÒÙ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ë O Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ 2-ÆÏÒÍÕ ! ÎÁ O ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

(2.8) !_ff(¸_∗; ȷ_∗) = ⟨ff; [¸; ȷ]⟩: 7

úÁÍÅÔÉÍ, ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÏ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ¸_∗ff = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ⟨ff; [¸; ȷ]⟩.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ. üÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÕÔÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ

(g_∗!)_ff(¸_∗; ȷ_∗) = [ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÎÁ ÆÏÒÍÁÈ] = !_{Ad}∗_{(g)}−1_ff(g^{−1}_∗ ¸_∗; g^{−1}ȷ_∗) =

[ÉÚ ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ ¸ → ¸_∗] = !_{Ad}∗_{(g)}−1_ff((Ad(g)^{−1}¸)_∗; (Ad(g)^{−1}ȷ)_∗) =

[ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ !] = ⟨Ad^∗(g)^{−1}ff; [Ad(g)^{−1}¸; Ad(g)^{−1}ȷ]⟩ = ⟨Ad^∗(g)^{−1}ff; Ad(g)^{−1}[¸; ȷ]⟩ = ⟨ff; [¸; ȷ]⟩ = !_ff(¸_∗; ȷ_∗):

îÁËÏÎÅÃ, ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ !. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅ- ÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ

ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ ! | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ X É ¸; ȷ; ı ŒÅË- ÔÏÒÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ L_¸! = L_ȷ! = L_ı ! = 0. ôÏÇÄÁ

(2.9) L_¸(!(ȷ; ı)) + L_ȷ(!(ı; ¸)) + L_ı (!(¸; ȷ)) = 2(!([¸; ȷ]; ı) + !([ȷ; ı]; ¸) + !([ı; ¸]; ȷ)):

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÒÉÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (1.7). □

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÑ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ T_ffO ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ff ∈ O, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ d!(¸_∗; ȷ_∗; ı_∗) = 0 ÄÌÑ ¸; ȷ; ı ∈ Vect(X). éÚ G-ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ ! ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ L_{¸∗} ! = L_{ȷ∗} ! = L_{ı∗} ! = 0. ðÒÉÍÅÎÑÑ (1.8) É ÌÅÍÍÕ 6 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

(2.10) !([¸_∗; ȷ_∗]; ı_∗) + !([ȷ_∗; ı_∗]; ¸_∗) + !([ı_∗; ¸_∗]; ȷ_∗) = 0

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÙ ! É ÔÒÅÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÉÄÁ [¸_∗; ȷ_∗] = [¸; ȷ]_∗ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ (2.10) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ñËÏÂÉ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ! ÎÁ O ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ ëÏÓÔÁÎÔÁ-ëÉÒÉÌÌÏŒÁ. ôÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÞÉ.

úÁÄÁÞÁ 7. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 8. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ŒÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ V É ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ Sp(V )-ÏÒÂÉÔÁÍÉ.

ðÕÓÔØ V | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ !. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÕÀ Sp(V )-ÏÒÂÉÔÕ O c ÆÏÒÍÏÊ ëÏÓÔÁÎÔÁ-ëÉÒÉÌÌÏŒÁ !_1 É Sp(V )-ÜËŒÉŒÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÄŒÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ’ : V \ {0} → O, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’^∗!_1 = !.

2.4. ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ Ó ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ. œÙÂÏÒ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ, Œ ÏÂÝÅÍ ÔÏ, ÎÅÂÏÇÁÔ.

1) îÁËÒÙÔÉÑ. ðÕÓÔØ X | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÆÏÒÍÏÊ !, ~X | ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, É ’ : ~X → X | ÜÔÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (Ô.Å. ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ d_x’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ ~X). ôÏÇÄÁ ’^∗! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

2) ðÒÑÍÙÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ X_1; X_2 | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ó ÆÏÒ- ÍÁÍÉ !_1; !_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ß_i ÐÒÏÅËÃÉÉ X_1 ×X_2 → X_i; i = 1; 2. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ ß^∗_1!_1 + ß^∗_2!_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ.

3) ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. ðÕÓÔØ X | ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ÆÏÒÍÏÊ !, Y | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Œ X É ´ | ŒÌÏÖÅÎÉÅ Y Œ X. æÏÒÍÁ ´^∗! ∈ ˙^2(Y ), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÚÁÍËÎÕÔÁ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÅÝč É ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ. Y ŒÍÅÓÔÅ Ó ´^∗! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ Œ X.

ðÏÍÉÍÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ, ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÄÍÎÏ- ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Œ X ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁ ! "ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÙÒÏÖÄÅÎÁ", Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÒÁÎÇ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Y . òÁÚÌÉÞÁÀÔ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ: 8

Á) åÓÌÉ ´^∗! = 0, ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ, ÅÓÌÉ T_yY ⊂ T_yY^⊥ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ Y (ÞÅÒÅÚ ⊥ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ (ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ËÏÓÏÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ) ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÏÒÍÙ !_y ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ dim Y ⩽ dim X=2.

Â) åÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ Y ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÅ T_yY^⊥ ⊂ T_yY , ÔÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÉÚÏÔÒÏÐÎÙÍ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ dim Y ⩾ dim X=2.

ðÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ⊂ X, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ É ËÏÉÚÏÔÒÏÐÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ (ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ, (ËÏ)ÉÚÏÔÒÏÐÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim X=2) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÁÇÒÁÎÖÅŒÙÍ.

3. ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ ÐÏ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÏÊ (É, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÕÁÓÓÏÎÏŒÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌËÏÍ ÎÅ ÂÕÄÅÍ) ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ŒÅÓØÍÁ ÏÂÛÉÒÎÁ. íÎÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÒÁŒÉÔÓÑ ÕÞÅÂ- ÎÉË [1]. õÐÏÍÑÎÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÚÏÒ [2]. ïÞÅÎØ ËÒÁÔËÏÅ, ÎÏ ÞÅÔËÏÅ É ÐÏÎÑÔÎÏÅ, ŒŒÅÄÅÎÉÅ Œ ŒÏÐÒÏÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÓÔÁÔØÅ [3], ÇÌ.2, §1.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] A. Cannas Da Silva. Lectures on symplectic geometry// LNM 1764, Springer Verlag, Berlin, 2001. [2] œ.é. áÒÎÏÌØÄ, á.â. çÉŒÅÎÔÁÌØ. óÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ// éÔÏÇÉ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ. óÏŒÒÅÍÅÎ- ÎÙÅ ÐÒÏÂÌ. ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. æÕÎÄ. ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑ. ô.4. í: œéîéôé, 1985, Ó. 179-285.

[3] ü.â. œÉÎÂÅÒÇ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÙÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ËÏÉÚÏÔÒÏÐÎÙÅ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ// õíî. Ô.56(2001), ŒÙÐ. 1. Ó.3-62.