áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ, 2005/06 ÕÞ. ÇÏÄ ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ 1

3⋄1. âÕÄÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (x; y) ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÎÁÄ R ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ (c ∈ R) ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË:

Á) (x_1; y_1) + (x_2; y_2) = (x_1 + x_2; y_1 + y_2); c(x; y) = (cx; y); Â) (x_1; y_1) + (x_2; y_2) = (x_1 + x_2; 0); c(x; y) = (cx; 0); Œ) (x_1; y_1) + (x_2; y_2) = (x_1 − x_2; y_1 − y_2); c(x; y) = (−cx; −cy):

3⋄2. ðÕÓÔØ V ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏËÏÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ f : M −→ V ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ V ÂÕÄÅÔ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÄÌÑ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

3⋄3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : R −→ C , ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f(−t) = f(t) ÜÔÏ ÌÉÎÅÎÏÅ ÐÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

3⋄4. ðÏËÁÖÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M (ÚÁÄ. 3⋄2) ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ËÏÎÅÞÎÏ.

3⋄5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÒÍÉÔÏŒÙ ÍÁÔÒÉÃÙ n × n (H = (h_{ij} ); h_{ij} ∈ C ; h_{ij} = h_{ji}) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓÞÉÔÁÊÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ.

3⋄6. ðÕÓÔØ V_1; V_2 ⊂ W ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÖÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ. Á) V_1 ∪ V_2; Â) V_1 ∩ V_2; Œ) W \ V_1;

Ç) V_1 + V_2 := {v_1 + v_2; v_1 ∈ V_1; v_2 ∈ V_2}:

3⋄7 (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ). îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ

Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ; Â) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; Œ) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÇÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; Ç) ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 8 ÏÔ 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; Ä) ÓÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÞÅÍ 3 ÏÔ 4 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

3⋄8 (ÉÎÔÅÒÐÏÌÑÃÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÅ. é ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ n + 1 ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË a_i ∈ k. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ n + 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f_i ∈ k[x] ÓÔÐÅÎÉ ⩽ n, ÔÁË ÞÔÏÂÙ f_i(a_j) = ffi_{ij} . ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f_i ÂÁÚÉÓ Œ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V_n ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ÞÅÍ n. óËÏÌØËÏ Œ V_n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ b_i Œ a_i? ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÑŒÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

3⋄9. ëÁËÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ f ∈ R ÓÔÅÐÅÎÉ ⩽ n, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÏÌØ Œ ÔÏÞËÅ 1 + 2i ∈ C ?

3⋄10. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÂÁÚÉÓÙ V_1 ∩ V_2 É V_1 + V_2:

Á) V_1 := ⟨( 1; 2; 0; 1 ) ; ( 1; ; 1; 1; 0 )⟩ ; V_2 := ⟨( 1; 0; 1; 0 ) ; ( 1; 3; 0; 1 )⟩ ; Â) V_1 := ⟨( 1; 1; 1; 1 ) ; ( 1; −1; 1; −1 ) ; ( 1; 3; 1; 3 )⟩ , V_2 := ⟨( 1; 2; 0; 2 ) ; ( 1; 2; 1; 2 ) ; ( 3; 1; 3; 1 )⟩ ; 3⋄11. äÏËÁÖÉÔÅ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎÃÉÊ:

Á) {1; sin x; cos x; sin 2x; cos 2x; : : : ; sin nx; cos nx} ÎÁ [0; 2ß]; Â) {1; sin x; sin^2 x; sin^3 x; : : : ; sin^n x} ÎÁ [0; 2ß];

Œ) {e^{ff1x}; e^{ff2x}; : : : ; e^{ffnx}} ÎÁ R (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n ∈ R | ÒÁÚÎÙÅ ÞÉÓÌÁ); Ç) {x^{ff1} ; x^{ff2} ; : : : ; x^{ffn} } ÎÁ R_{¿0} (ff_1; ff_2; : : : ; ff_n ∈ R | ÒÁÚÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

3⋄12 (ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ). ðÕÓÔØ V | n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óËÏÌØËÏ Œ V : Á) ŒÅËÔÏÒÏŒ; Â) ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ; Œ) ÂÁÚÉÓÏŒ; Ç) k-ÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ?