íë îíõ. áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ. 21.09.06

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ.

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Hom(V; W ) ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ V Œ W ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÊ

1) (A + B)x = Ax + Bx; 2) (˘A)x = ˘(Ax). 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÁÌÇÅÂÒÕ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K. ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ?

3. ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A : V → W :

a) V = W = R^2, A(x; y) = (y; −x); b) V = W = R^2, A(x; y) = (x + y; xy);

c) V = R^2, W = R^3, A(x; y; z; t) = (x + y; y + z; z + x); d) V = W = F [x], (Ap)(x) = q(x)p(x), ÇÄÅ q(x) | ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ F [x] ;

e) V = W = F [x], (Ap)(x) = p(˘x^2 + ˚), ÇÄÅ ˘; ˚ | ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F .

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ.

5. îÁÊÄÉÔÅ ÑÄÒÁ É ÏÂÒÁÚÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3. 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ∈ End (V ), ÔÏ dim (Ker A) + dim (Im A) = dim V .

òÁÎÇÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ: rk A = dim (Im A).

7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ a) rk AB ≤ min(rk A; rkB); b) rk A − rk B ≤ rk A + B ≤ rk A + rk B. œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ?

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒ- ÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U; W ⊂ V | ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ∈ End (V ) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ AU = W . 10. ðÕÓÔØ A ∈ End (V ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ax = v ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ v ∈ V , ÌÉÂÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÅ Ax = 0 ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

11. [ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ] ðÕÓÔØ l : V → K | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, v ∈ V É l(v) ≠ 0.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R_{l;v} : V → V , ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÏÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ R_{l;v}(x) = x − 2^{l(x)}_{l(v)} v ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ.

b) îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÒÑÄÏË É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÐÅ- ÒÁÔÏÒÁ R_{l;v}.

c) ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ R_{l1;v1} É R_{l2;v2} ËÏÍÍÕÔÉ- ÒÕÀÔ?

íë îíõ. áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ. 21.09.06

d) ðÕÓÔØ V = R^2, v = (1; 1), l(x; y) = 2x + y. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÏÂÒÁÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ (0; 2), (0; 4), (1; 4), (1; 2) ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ R_{l;v}.

12. [ÐÒÏÅËÔÏÒÙ] ðÕÓÔØ P : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, É P^2 = P.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = V_0 +V_1, ÇÄÅ V_0 = Ker P, Á V_1 = Im P (P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÏÒÏÍ ÎÁ V_1 ŒÄÏÌØ V_0).

b) ðÕÓÔØ P_1; : : : ; P_k | ÐÏÐÁÒÎÏ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ ÐÒÏÅËÔÏ- ÒÙ, É P_1 + · · · + P_k = id. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ V = V^{(1)}_1 ⊕ · · · ⊕ V^{(k)}_1 .

ðÕÓÔØ (e_1; : : : ; e_n) | ÂÁÚÉÓ V , A ∈ End (V ), É Ae_j = ∑ i a_{ij} e_i.

ôÁÂÌÉÃÁ ÞÉÓÅÌ A = (a_{ij}) (ÜÌÅÍÅÎÔ a_{ij} ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅ- ÞÅÎÉÉ i-ÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ É j-ÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_i).

13. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ ÚÁÄÁÞ 3, 11 É 12 Œ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ.

14. ðÕÓÔØ V ⊂ R[x] | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÍÉ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÉÈ ÍÁÔÒÉÃÙ Œ ÂÁÚÉÓÅ (1; x; x^2; : : : ; x^n):

a) (Ap)(x) = p^′(x); b) (Ap)(x) = p(x + a), a ∈ R. 15. ðÕÓÔØ (a_{ij}), (b_{ij} ) | ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A, B ∈ End (V ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A + B É BA.

16. õËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÂÁÚÉÓ End (V ). œÙÒÁÚÉÔÅ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØ End (V ) ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ V .

17. ðÕÓÔØ (e_1; : : : ; e_n), (f_1; : : : ; f_n) | ÂÁÚÉÓÙ V , f_i = Ce_i, É A ∈ End (V ).

a) œÙÒÁÚÉÔÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x Œ ÂÁÚÉÓÅ (f_1; : : : ; f_n) ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÍÁÔÒÉÃÕ C ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ C Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_1; : : : ; e_n).

b) œÙÒÁÚÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÂÁÚÉÓÅ (f_1; : : : ; f_n) ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÃÙ A; C ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A; C Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_1; : : : ; e_n).

ðÕÓÔØ A ∈ End (V ). ïÐÅÒÁÔÏÒ A^′ ∈ End (V^′), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀ- ÝÉÊ ÕÓÌÏŒÉÀ (A^′l)(v) = l(Av), ∀l ∈ V^′ ∀v ∈ V ÎÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ Ë A.

18. a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ.

b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (A → A^′) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Hom(End (V ); End (V^′)) É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎŒÏÌÀÃÉÅÊ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ V^{′′} É V ).

c) œÙÒÁÚÉÔÅ (˘A)^′, (A + B)^′, (AB)^′ ÞÅÒÅÚ ˘, A É B. d) œÙÒÁÚÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A^′ Œ ÂÁÚÉÓÅ (e^′_i) ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉÃÕ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A Œ ÂÁÚÉÓÅ (e_i), ÇÄÅ e^′_i(e_j) = ffi_{ij} .

e) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rkA = rkA^′.