28.09.06

ìÉÓÔÏË Ć5

ìÉÎÅÊÎÙÅ, ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ . . . , V-n-ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. V*-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÅ Ë V. 1. ðÕÓÔØ f_1; : : : f_m ∈ V^∗ É m ¡ n.

Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ V ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ x, ÞÔÏ f_i(x) = 0 ÄÌÑ i = 1; : : : m.

þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Œ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ? Â) ëÁËÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÄÞÉÎÑÔØÓÑ ÞÉÓÌÁ ff_1; : : : ; ff_m , ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÔÁËÏÊ ŒÅËÔÏÒ x, ÞÔÏ f_i(x) = ff_i , i = 1; : : : ; m.

þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÓÉÓÔÅÍ?

2. Á) åÓÌÉ M É N ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V , ÔÏ (M ∩ N)^⊥ = M^⊥ + N^⊥ É (N + M)^⊥ = M^⊥ ∩ N^⊥ .

Â) åÓÌÉ V = V_1 ⊕ V_2 , ÔÏ V^∗ = V_1^∗ ⊕ V_2^∗ (⊕ - ÚÎÁË ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ)

3. ôÒÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L, M É N ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ.

Á) ðÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÔÒÏÊËÉ (L; M; N), ÞÔÏ L+M +N = V , L ∩ M = M ∩ N = L ∩ N = {0}, ÎÏ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÜÔÁ ÔÒÏÊËÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÊ. Â) ŒÅÒÎÏ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ dim (L + M + N) = dim L + dim M + dim N ?

4. ðÕÓÔØ M ¡ V . ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (V=M)^∗ É M^⊥ .

5. ðÕÓÔØ P_n ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ ¡ n. ïÐÉÓÁÔØ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_{100}=P_{50} .

6. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x É y ÉÚ P_n ÆÕÎËÃÉÑ b(x; y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ:

Á) b(x; y) = 1∫ 0 x(t)y(t)dt

Â) b(x; y) = x(1) + y(1) Œ) b(x; y) = x(1) · y(1) Ç) b(x; y) = x(1)^{dy}_{dt} |_{t=1} œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÆÕÎËÃÉÑ b ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ P_n × P_n ? œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÎÁ ÎÅŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁ?

7. æÕÎËÃÉÑ Q(x) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁ V , ÅÓÌÉ Q(x+y)−Q(x)−Q(y) { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ É Q(ffx) = ff^2Q(x), ff ∈ F . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ charF ≠ 2, ÔÏ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ. þÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Á) charF = 2 Â) Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Q(x) ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ).

8. ðÕÓÔØ x = (1; 1) É y = (1; 1; 1). îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÅËÔÏÒÁ x ⊗ y Œ R^2 ⊗ R^3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ e_i ⊗ f_j , ÇÄÅ e_i = (ffi_{i1}; ffi_{i2}), Á f_j = (ffi_{1j} ; ffi_{2j}; ffi_{3j}).

9. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ P_{n;m} ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÏÔ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ P_n ⊗ P_m É P_{n;m} ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

10. œÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ Á) ÅÓÌÉ x É y ÌÅÖÁÔ Œ V , ÔÏ x ⊗ y = y ⊗ x? Â) U ⊗ (V + W ) = (U ⊗ V ) ⊕ (U ⊗ W ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ U , V , W

11. ðÕÓÔØ V ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅ V^+ = C ⊗ V , ÇÄÅ C ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË 2-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ V^+ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÌÁÇÁÑ ff(x⊗y) = ffx⊗y , x ∈ C , y ∈ V .

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ŒÅËÔÏÒÏŒ É ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, V^+ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. V^+ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V .

12. þÅÍÕ ÒÁŒÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dim_C V^+ ? á dim_RV^+ ?

13. ïÂÏÂÝÉÔÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 11 ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K=F ÏÓÎÏŒ- ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F , ŒÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dim_K V^+ É dim_F V^+ .

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÁ P_n É P_m ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ C = A⊗B ÅÓÔØ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ P_n ⊗ P_m ≃ P_{n;m} .

15. ðÒÉ ÌÅËÓÉÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏŒ V É W ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ⊗ B ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒÓËÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ A É B . óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ⊗ B ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÂÙ ËÒÏÎÅËÅÒÏŒÓËÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃ B É A?

16. ker(A ⊗ B) = ker A ⊗ W + V ⊗ ker B . äÏËÁÚÁÔØ.