áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ, 2006/07 ÕÞ. ÇÏÄ âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ

6⋄1. ðÕÓÔØ —x = (x_1; x_2) É —y = (y_1; y_2) ŒÅËÔÏÒÁ ÉÚ R^2. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f ÚÁÄÁÀÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ? Á) f(—x; —y) = 1; Â) f(—x; —y) = (x_1 − y_1)^2 + x_2y_2; Œ) f(—x; —y) = (x_1 + y_1)^2 − (x_1 − y_1)^2; Ç) f(—x; —y) = x_1y_2 − x_2y_1:

6⋄2. îÁ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 3 Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÏÌÑ R ÚÁÄÁÎÁ ÂÉ-

ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ f(X; Y ) = tr (X^tAY ), ÇÄÅ A = ( 1 2 3 4 ) . îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ f Œ ÂÁÚÉÓÅ

{E^{11}; E^{12}; E^{13}; E^{21}; E^{22}; E^{23}}. õ ÍÁÔÒÉÃÙ E^{ij} ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i É ÓÔÏÌÂÃÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ j ÓÔÏÉÔ 1, Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ 0.

6⋄3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ M_n(C ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ n × n.

f(A; B) = ntr (AB) − tr (A)tr (B):

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) f ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ;

Â) f ŒÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, ÎÏ ÅÅ ÓÕÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÁÔÒÉÃ Ó ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÌÅÄÏÍ ÎÅŒÙÒÏ- ÖÄÅÎÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ;

Œ) ÓÕÖÅÎÉÅ f ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ V_1 = {A ∈ M_n(C ) : tr A = 0; A^+ = −A} (A^+ = —A^t) ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ;

Ç) W = {A ∈ M_n(C ) : f(A; B) = 0 ∀B ∈ M_n(C )} ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ;

Ä) rk f = dim(M_n(C )) − dim W .

6⋄4. ðÕÓÔØ G ÍÁÔÒÉÃÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n. œÙÒÁÚÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ g Œ ÎÏŒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ e‘_1; e‘_2; : : : ; e‘_n ÞÅÒÅÚ G É ÍÁÔÒÉÃÕ ÐÅÒÅÈÏÄÁ C.

6⋄5. ðÕÓÔØ g(ff; fi) ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ V , Á G ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ Œ ÂÁÚÉÓÅ e_1; e_2; : : : ; e_n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L_g : V −→ V^∗ É R_g : V −→ V^∗ ËÁË (L_g(ff))(fi) = g(ff; fi) É (R_g(ff))(fi) = g(fi; ff).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ L_g É R_g ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ;

Â) œÙÐÉÛÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÕ L_g É R_g Œ ÂÁÚÉÓÁÈ {e_1; e_2; : : : ; e_n} ∈ V; {e‘_1; e‘_2; : : : ; e‘_n} ∈ V^∗, ÇÄÅ e‘_i(e_j) = ffi_{ij} ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ;

Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ rk L_g = rk R_g;

Ç) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ g ÅÓÌÉ L_g ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ;

6⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ g ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ (f(ff; fi) = f(fi; ff)) ⇐⇒ ÍÁÔÒÉÃÁ g ÓÉÍÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ (A = A^t) Œ ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

6⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ g ÎÁ V (V | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÑÍÉ Q; R ÉÌÉ C ) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÅ ÍÁÔÒÉÃÁ G ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁ.

6⋄8. ðÕÓÔØ g ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(e_i; e_j ) = 0 ÅÓÌÉ i ≠ j, g(e_i; e_i) = 1 ÅÓÌÉ i = 1 : : : k, g(e_i; e_i) = 0 ÅÓÌÉ i ¿ k. úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ k ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ?

6⋄9. ðÕÓÔØ g ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ e_1; e_2; : : : ; e_n ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(e_i; e_j ) = 0 ÅÓÌÉ i ≠ j, g(e_i; e_i) = 1 ÅÓÌÉ i = 1 : : : k_1, g(e_i; e_i) = −1 ÅÓÌÉ i = k_1 + 1 : : : k_1 + k + 2, g(e_i; e_i) = 0 ÅÓÌÉ i ¿ k_1 + k_2. úÁŒÉÓÑÔ ÌÉ ÞÉÓÌÁ k_1 É k_2 ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÑÁÚÉÓÁ?

6⋄10. ðÕÓÔØ f = 8x^2_1 − 28x^2 + 14x^2_3 + 16x_1x_2 + 14x_1x_3 + 32x_2x_3

g = x^2_1 + 4x^2 + 2x^2_3 + 2x_1x_3

ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÉÄÕ, Á ŒÔÏÒÕÀ Ë ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍÕ.

6⋄11. ðÕÓÔØ g ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ V . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÐÁÒÙ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ff_1; fi_1); (ff_2; fi_2); : : : ; (ff_k ; fi_k) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ g(ff_i; fi_i) = 1; i = 1; : : : ; k, g(ff_i; ff_j ) = g(fi_i; fi_j) = g(ff_i; fi_j) = 0; i ≠ j É V =¡ ff_1; fi_1 ¿ ⊕ : : : ⊕ ¡ ff_k; fi_k ¿ ⊕W_0, ÇÄÅ ÓÕÖÅÎÉÅ g ÎÁ W_0 ÜÔÏ ÎÕÌÅŒÁÑ ÆÏÒÍÁ. ëÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÍÁÔÒÉÃÁ g Œ ÂÁÚÉÓÅ {ff_1; fi_1; : : : ; ff_k; fi_k; w_1; : : : ; w_l}; w_i ∈ W_0. úÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÞÉÓÌÏ k ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.

6⋄12 (ëÒÉÔÅÒÉÊ óÉÌØŒÅÓÔÒÁ). ðÕÓÔØ G | ÍÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÍÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÙ g, Á ´_k | ÅÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÍÁÔÒÉÃ k × k, ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÈ Ó ÌÅŒÙÍ ŒÅÒÈ- ÎÉÍ ÕÇÌÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ G). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) g ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ⇐⇒ ´_1 ¿ 0; ´_2 ¿ 0; : : : ; ´_n ¿ 0; Â) ÅÓÌÉ ´_1; ´_2; : : : ; ´_n ≠ 0, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ −1 Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1 = ´_0; ´_1; : : : ; ´_n. ëÁËÉÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÚÎÁËÉ, ÞÔÏ ÂÙ g ÂÙÌÁ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ.

6⋄13. ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ R[x] ÚÁÄÁÎ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁ- ÚÉÓ 1; x; x^2; : : :. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁÃÉÉ çÒÁÍÍÁûÍÉÄÔÁ ÐÏÌÕÞÉÍ:

Á) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÅÖÁÎÄÒÁ) P_n(x) =^{dn}_{dxn} [(1 − x^2)^n], ÅÓÌÉ (P; Q) =

∫_1 −1 P (x)Q(x)dx;

Â) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛÅŒÁ) T_n(x) = cos(n arccos x), ÅÓÌÉ (P; Q) =

∫_1 −1 P (x)Q(x)^{dx√}_{1−x} ;

Œ) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÁÇÇÅÒÁ) P_n(x) = e^{x dn}_{dxn} [e^{−x}x^n], ÅÓÌÉ (P; Q) = ∫_∞ 0 P (x)Q(x)e^{−x}dx;

Ç) (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ üÒÍÉÔÁ) P_n(x) = e^{x2 dn}_{dxn} [e^{−x2} ], ÅÓÌÉ (P; Q) = ∫_∞ −∞ P (x)Q(x)e^{−x2} dx.

(âÉÌÉÎÅÊÎÙÅ É ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, ÓÔÒ. 2)