áÌÇÅÂÒÁ, 1 ËÕÒÓ, 2006/07 ÕÞ. ÇÏÄ áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ.

9⋄1 (áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ). ðÕÓÔØ V ÜÔÏ n - ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k. ôÏÇÄÁ ⋀_:

V | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∧, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v ∈ V É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ v_1 ∧ v_2 = −v_2 ∧ v_1. œÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ

⋀_:

V ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÉÄÁ v_1 ∧ v_2 ∧ : : : ∧ v_l ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

⋀_l V . Á) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

⋀_l V . Â) îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

⋀_:

V ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ k. 9⋄2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ dim V ¿ 2 ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

⋀_2 ( ⋀_2

(V )) É

⋀_4

V ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

9⋄3. îÁÊÄÉÔÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Q(w) ÎÁ

⋀_2

R^4, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ w ∧ w = Q(w)e_1 ∧ e_2 ∧ e_3 ∧ e_4, ÇÄÅ {e_j} | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ R^4.

9⋄4. ðÕÓÔØ v_j =

∑_n i=1 a_{ji}e_i.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

v_1 ∧ v_2 ∧ : : : ∧ v_n = det(a_{ji})e_1 ∧ e_2 ∧ : : : ∧ e_n

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

v_{j1} ∧ v_{j2} ∧ : : : ∧ v_{jk} = ∑ {i_1;i_2;:::i_k }

M_{j1 ;j2;:::;jk ;i1;i2;:::;ik} e_{i1} ∧ e_{i2} ∧ : : : ∧ e_{ik} ;

ÇÄÅ M_{j1 ;j2;:::;jk ;i1;i2;:::;ik} | ÍÉÎÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ (a_{ji}), ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏË Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ j_1; j_2; : : : ; j_k É ÓÔÏÌÂÃÏŒ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i_1; i_2; : : : ; i_k.

9⋄5. îÁÊÄÉÔÅ ÃÅÎÔÒ ÁÌÇÅÂÒÙ

⋀_:

V . (ãÅÎÔÒ | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏÞÎÙÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ üÌÅÍÅÎÔÙ

⋀_2

V ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÉŒÅËÔÏÒÁÍÉ. âÉŒÅËÔÏÒ w ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ ÅÓÌÉ w = v_1 ∧ v_2; v_1; v_2 ∈ V .

9⋄6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉŒÅËÔÏÒ w ÒÁÚÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w ∧ w = 0. 9⋄7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ w ∈

⋀_p

V; x ∈ V; x ≠ 0, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ w ∧ x = 0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ w = x ∧ ¸ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ ∈ ⋀_{p−1} V . 9⋄8 (ëŒÁÄÒÉËÁ ðÌÀËËÅÒÁ.). ðÕÓÔØ V | ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, {e_1; e_2; e_3; e_4} | ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ, Gr(2; V )| ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ V . ðÕÓÔØ ÐÏÄÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ U ∈ Gr(2; V ) ÚÁÄÁÎÏ ÓŒÏÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {u_1; u_2}. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ p_{ij} Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ u_1 ∧ u_2 = ∑ i¡j p_{ij} e_i ∧ e_j ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÌÀËËÅÒÏŒÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ U.

Á) îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ p_{12}p_{34} − p_{13}p_{24} + p_{14}p_{23} = 0;

Â) íÏÇÕÔ ÌÉ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; 4; 5; 6 ÂÙÔØ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ 2 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 2×4.

9⋄9. îÁÊÄÉÔÅ ÓÌÅÄ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ

⋀_2

(A), ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A =

1 1 0 0 2 2 0 0 3 . 9⋄10 (áÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ). ðÕÓÔØ V ÜÔÏ n - ÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ( ; ). ôÏÇÄÁ C(V ) | ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ·, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ŒÅËÔÏÒÁÍÉ v ∈ V É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ v_1 · v_2 + v_2 · v_1 = (v_1; v_2). îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ C(V ) ËÁË ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ äÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

exp(w) = 1 + w + 1 2 w · w + 1 3! w · w · w + : : : = ∞∑ n=0 1 n! w^n

9⋄11. ðÕÓÔØ œ_1 = ( 0 1 1 0 ) ; œ_2 = ( 0 −i i 0 ) ; œ_3 = ( 1 0 0 −1 ) ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ M_2(C ): äÌÑ ÐÒÏÉÚ-

ŒÏÌØÎÙÈ ff_1; ff_2; ff_3 ∈ R ÎÁÊÄÉÔÅ exp(ff_1iœ_1 + ff_2iœ_2 + ff_3iœ_3).

9⋄12. ðÕÓÔØ e_1; e_2; : : : ; e_n ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Œ V . œÙÞÉÓÌÉÔÅ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ C(V ) exp(

∑_n i=0 ff_ie_i).

9⋄13 (ïÐÅÒÁÔÏÒ äÉÒÁËÁ. éÚŒÌÅÞÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ìÁÐÌÁÓÁ.). ïÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ´ =^{@2}_{@x2} +^{@2}_{@y2} . îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A; B ∈ M_2(R) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (A @ @x + B @ @y )^2 = E´:

(áÌÇÅÂÒÁ çÒÁÓÓÍÁÎÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ ëÌÉÆÆÏÒÄÁ., ÓÔÒ. 2)