ìÅËÃÉÑ 10. éÎÔÅÇÒÁÌ

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ É ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÒÏÓÔÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ. òÅ- ÁÌØÎÏ ÎÁÍ ÂÕÄÕÔ ÎÕÖÎÙ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Œ ËÒÁÊ- ÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ), ÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ. îÁÞÎÅÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ [a; b] ⊂ R | ÏÔÒÅÚÏË. æÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a = a_0 ¡ a_1 ¡ · · · ¡ a_n = b, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a_i; a_{i+1}) É ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÅÄÅÌÙ lim_{x→ai+0} f(x), lim_{x→ai+1 −0} f(x).

äÁÌÅÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a = a_0 ¡ a_1 ¡ · · · ¡ a_n = b ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.2. ðÕÓÔØ [a; b] ⊂ R | ÏÔÒÅÚÏË. æÕÎË- ÃÉÑ f : [a; b] → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a = a_0 ¡ a_1 ¡ · · · ¡ a_n = b, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a_i; a_{i+1}).

(õÓÌÏŒÉÊ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÔÏÞËÁÈ a_i ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ.) úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ P C([a; b]) ⊂ B([a; b]) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÞÅÒÅÚ B ÂÙÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ).

îÁÄÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ Ó ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÊ ÔÒÁËÔÏŒËÏÊ ÉÎ- ÔÅÇÒÁÌÁ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÁË ÐÌÏÝÁÄÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÅÅ ÇÒÁÆÉËÏÍ, ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É ÐÒÑÍÙ- ÍÉ x = a É x = b (ÕÞÁÓÔËÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉÖÅ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÓÞÉ- ÔÁÀÔÓÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ). üÔÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÍÏÔÉŒÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.3. ðÕÓÔØ [a; b] ⊂ R | ÏÔÒÅÚÏË É f : [a; b] → C | ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ a_1; : : :; a_n. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ n∑ i=1 (a_i − a_{i−1}) · c_i;

ÇÄÅ c_i | ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a_{i−1}; a_i).

éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ∫_b a f(x) dx.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.4. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) éÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b] ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ f ÂÕ- ÄÅÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ.

2) åÓÌÉ f; g | ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ˘; ¯ ∈ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ

∫_b a (˘f(x) + ¯g(x)) dx =˘

∫_b a f(x) dx +¯

∫_b a g(x) dx:

3) åÓÌÉ f | ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ | | | ∫_b a f(x) dx | | | ⩽ (b − a)‖f‖ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ‖f‖ = sup_{x∈[a;b]} |f(x)|).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÎËÔÙ (1) É (2) ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. äÌÑ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÕÎËÔÁ (3) ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ f ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ a_1; : : :; a_n É c_i | ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ (a_{i−1}; a_i), ÔÏ |c_i| ⩽ ‖f‖ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i, ÔÁË ÞÔÏ | | ∫_b a f(x) dx | | ⩽ ∑ (a_i − a_{i−1})|c_i| ⩽ ∑ (a_i − a_{i−1})‖f‖.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎËÃÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 10.5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ QC([a; b]) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ (ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ sup-ÎÏÒÍÙ) ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ B([a; b]). œÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ∈ QC([a; b]) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ (ÔÅÒÍÉÎ ÎÅÏÂÝÅÐÒÉ- ÎÑÔÙÊ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.6. éÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ lim_{n→∞}(f_n+g_n) = lim_{n→∞} f_n+lim_{n→∞} g_n ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ QC([a; b]) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ Œ B([a; b]).

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ É ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.7. œÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b]; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ‖f − g‖ ⩽ ”. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.8 ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ [a; b], ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |x − y| ¡ ffi ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f(x) − f(y)| ¡ ”. åÓÌÉ a = a_0 ¡ a_1 ¡ · · · ¡ a_n = b | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ, ÍÅÎØÛÅÊ ffi, É g | ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ŒÉÄÁ [a_i; a_{i+1}), ÇÄÅ 0 ⩽ i ¡ n, ÒÁŒÎÏ f(a_i), Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ Œ b ÒÁŒÎÏ g(b), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.8. œÓÑËÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ-ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÈÏ- ÒÏÛÅÊ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ Ó ËÕÓÏÞÎÏ- ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÈÏÒÏÛÉÅ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÆÁËÔÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.9. ðÕÓÔØ Y | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X, É ÐÕÓÔØ C | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. åÓÌÉ f : Y → C | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁ- ÅÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ —f : —Y → C, ÇÄÅ —Y | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ Y .

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 10.10. åÓÌÉ f : Y → C | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y Œ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C, ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Y Œ C.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄ- ÎÁ (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÎÕÖÎÁ ÎÉ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ, ÎÉ ÐÏÌÎÏÔÁ C): ÅÓÌÉ y ∈ —Y É y = lim y_n, ÇÄÅ y_j ∈ Y , ÔÏ Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ —f(y) = lim f(y_n).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y = lim y_n, ÇÄÅ y_j ∈ Y , ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f(y_n)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ æ(f(u); f(v)) ¡ ”, ËÁË ÔÏÌØËÏ æ(u; v) ¡ ffi. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {y_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ æ(y_m; y_n) ¡ ffi, ËÁË ÔÏÌØËÏ m; n ⩾ N; ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, æ(f(y_m); f(y_n)) ¡ ”, ËÁË ÔÏÌØËÏ m; n ⩾ N, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f(y_n)} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÁÌÅÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim y_n = lim y^′_n, ÔÏ lim f(y_n) = lim f(y^′_n): Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, lim y_n = lim y^′_n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim æ(y_n; y^′_n) = 0, É ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ f ŒÙÔÅËÁÅÔ,

ÞÔÏ lim æ(f(y_n); f(y^′_n)) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ —f ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ —f(y) = lim f(y_n), ÇÄÅ y = lim y_n É ŒÓÅ y_j ÌÅÖÁÔ Œ Y , ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ —f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ —Y . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÁÖÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ” ¿ 0. ôÁË ËÁË f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ Y , ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ ÅÓ- ÌÉ u; v ∈ Y É æ(u; v) ¡ ffi, ÔÏ æ(f(u); f(v)) ¡ ”=3. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ æ(x; y) ¡ ffi=2, ÔÏ æ( —f(x); —f(y)) ¡ ”. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ x; y ∈ —Y , ÐÒÉ- ÞÅÍ x = lim x_n, y = lim y_n, É ŒÓÅ x_j , y_j ÌÅÖÁÔ Œ Y . ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏ, æ(x; y) = lim æ(x_n; y_n) É æ( —f(x); —f(y)) = lim æ(f(x_n); f(y_n)), ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ æ(f(x_n); —f(x)) ¡ ”=3, æ(f(y_n); —f(y)) ¡ ”=3 É |æ(x_n; y_n) − æ(x; y)| ¡ ffi=2; ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ æ(x_n; y_n) ¡ ffi, ÏÔËÕÄÁ æ(f(x_n); f(y_n)) ¡ ”=3. úÎÁÞÉÔ,

æ( —f(x); —f(y)) ⩽

⩽ æ(f(x_n); —f(x)) + æ(f(y_n); —f(y)) + æ(f(x_n); f(y_n)) ¡ ” 3 + ” 3 + ” 3 = ”:

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÅÒÅÚ I : P C([a; b]) → C ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.4(3) ŒÙÔÅ- ËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ‖f − g‖ ¡ ”=(b − a), ÔÏ |I(f) − I(g)| ¡ ”, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ I ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÎÁ P C([a; b]). œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÌÏ- ÖÅÎÉÑ 10.9 ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ QC([a; b]) ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. üÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÙ É ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.9 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ∫_b a g(x) dx = lim_{n→∞}

∫_b a g_n(x) dx, ÇÄÅ {g_n} | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë g.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.4 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÇÒÁ- ÌÁ ÏÔ ÈÏÒÏÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.11. éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

1) åÓÌÉ f; g | ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É ˘; ¯ ∈ C | ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ

∫_b a (˘f(x) + ¯g(x)) dx =˘

∫_b a f(x) dx +¯

∫_b a g(x) dx:

2) åÓÌÉ f | ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ | | ∫_b a f(x) dx | | ⩽ (b − a)‖f‖:

3) åÓÌÉ f; g | ÈÏÒÏÛÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É f(x) ⩾ g(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [a; b], ÔÏ

∫_b a f(x) dx ⩾

∫_b a g(x) dx.

4) åÓÌÉ f | ÈÏÒÏÛÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ | | ∫_b a f(x) dx | | ⩽ ∫_b a |f(x)| dx:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (1) É (2) ÏÞÅŒÉÄÎÙ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (3) ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ËÕÓÏÞÎÏ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙ (Œ ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÏÎÏ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ). œŒÉÄÕ (1), ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ËÕÓÏÞÎÏ- ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.7 ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ g_n, ÁÐÐÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÅ ’, ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ’ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (4) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.4(3), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ĂËÏÍÍÕÔÉÒÕÅÔ Ó ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔØÀĄ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.12. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n, ÈÏÒÏ- ÛÉÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÈÏÒÏÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ ∫_b a f(x) dx = lim_{n→∞}

∫_b a f_n(x) dx.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁ QC([a; b]).

åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁ ÐÏÔÏÞÅÞÎÕÀ, ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÅ 10.12 ÓÔÁÎÅÔ ÎÅŒÅÒÎÙÍ; Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ g_n = nf_n ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1], ÇÄÅ f_n | ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÒÉÓ. 9.4.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓŒÑÚÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 10.13 (ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ). ðÕÓÔØ f : [a; b] → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ F : (a; b) → R ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

F (x) =

∫_x a f(x) dx:

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ (a; b) ÉÍÅÅÍ F^′(x) = f(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ x ∈ (a; b); ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ h ¿ 0 ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(h) (ÓÏÏÔŒ. m(h)) ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ (ÓÏÏÔŒ. ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [x; x + h]; ÅÓÌÉ h ¡ 0, ÔÏ ÞÅÒÅÚ M(h) É m(h) ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ [x − h; x]. éÚ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ), ÞÔÏ lim_{h→0} M(h) = lim_{h→0} m(h) = f(x).

äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ F (x + h) − F (x) =

∫_{x+h} x F (x) dx, ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 10.11(3) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ h ≠ 0 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

m(h) ⩽

F (x + h) − F (x) h ⩽ M(h):

õÓÔÒÅÍÌÑÑ Œ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ h Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ.

œÏÔ ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 10.14. ðÕÓÔØ f : [a; b] → R | ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ [a; b], É ÐÕÓÔØ ÆÕÎË- ÃÉÑ F : [a; b] → R ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ F^′(x) = f(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b). ôÏÇÄÁ ∫_b a f(x) dx = F (b) − F (a): (10.1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ ~F (x) =

∫_x a f(t) dt. ðÏ ÓÁÍÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ ~F ÉÍÅÅÍ

∫_b a f(x) dx = ~F (b) − ~F (a). æÏÒÍÕÌÁ (10.1) ÂÕÄÅÔ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ~F (x) − F (x) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x, Á ÜÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 10.15. ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) É f^′(x) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ (a; b). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏ- ÑÎÎÁ ÎÁ [a; b].

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ [a; b] ÉÍÅÅÍ, Œ ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 8.6, f(x) = f(a)+f^′(¸)(x−a) = f(a).

æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ{ìÅÊÂÎÉÃÁ ÏÔËÒÙŒÁÅÔ ÛÉÒÏËÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÑŒÎÏÇÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏŒ ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. íÙ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉ- ÍÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÎÏ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ŒÓÅ ÖÅ ÄŒÁ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÉÚ ÎÅÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÎÏŒÙŒÁÀÔÓÑ; ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, Á ŒÔÏÒÏÅ (ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ) | ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (8.3).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.16. ðÕÓÔØ f É g | ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. ôÏÇÄÁ ∫_b a f^′(x)g(x) dx = f(x)g(x) | | | x=b x=a − ∫_b a f(x)g^′(x) dx: (10.2)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.17. ðÕÓÔØ ’ | ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1 Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] É f | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^1 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [’(a); ’(b)]. ôÏÇÄÁ ∫_{’(b)}

’(a)

f(x) dx =

∫_b a f(’(t))’^′(t) dt: (10.3)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10.18. éÚÌÏÖÅÎÎÙÊ ÚÄÅÓØ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ëÏÛÉ. äÌÑ ÂÏÌÅÅ ÓÅÒØÅÚÎÙÈ ÐÒÉ- ÌÏÖÅÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ (ĂÉÎÔÅÇÒÁÌ ìÅÂÅÇÁĄ).