ìÅËÃÉÑ 11. òÑÄÙ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X. ëÁË ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ Œ ÌÅËÃÉÉ 9, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÎÁÂÄÉÔØ sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÓÔÁÎÅÔ ÐÏÌÎÙÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.1. òÑÄÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ

f_1 + f_2 + : : : + f_n + : : : ; (11.1)

ÇÄÅ ŒÓÅ f_j ÌÅÖÁÔ Œ C(X). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÐÏÌÏÖÉÍ s_n = s_1 + : : : + s_n; ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ n-ÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.

òÑÄ (11.1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} s_n. üÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ.

òÑÄ f_1 + f_2 + : : : + f_n + : : : ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ ËÁË ∑_∞ i=1 f_i.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11.2. ðÕÓÔØ n_0 ∈ N; ÒÑÄ f_1 + f_2 + : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ f_{n0} + f_{n0 +1} + : : :. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÒÑÄÏŒ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÖËÉ ÓÄŒÉÇÏÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ X, ÒÑÄÙ, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ÐÒÏÓÔÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÁËÖÅ ÏÈŒÁ- ÔÙŒÁÀÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 11.1; Ăsup-ÎÏÒÍÁĄ ÞÉÓÌÁ | ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÅÇÏ ÍÏÄÕÌØ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ f_n ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÌÀÂÏÇÏ ĂÐÏÌÎÏÇÏ ÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁĄ.

ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÒÑÄÏŒ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.3. òÑÄ f_1 + : : : + f_n + : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ‖f_n + : : : + f_{n+m}‖ ¡ ” ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N É m ⩾ 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.4. òÑÄ f_1 + f_2 + : : : ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍ- ÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÉÚ ÎÏÒÍ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏŒ ‖f_1‖ + ‖f_2‖ + : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.5. åÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ, ÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ‖f_n‖ + : : : + ‖f_{n+m}‖ ¡ ” ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N É m ⩾ 0. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÐÏÄÁŒÎÏ ‖f_n +: : :+f_{n+m} ‖ ¡ ”, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 11.3.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ÆÒÁÚÁ ĂÒÑÄ ÁÂ- ÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑĄ ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÚŒÕÞÁÔØ ÄŒÕÓÍÙÓÌÅÎÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÍÉ ÒÁÂÏÔÁÔØ Ó ÎÉÍÉ ÐÏÞÔÉ ËÁË Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ËÏÎÅÞ- ÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ. ðÅÒŒÙÊ É ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÍÕ | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.6. ðÕÓÔØ f_1 + f_2 + : : : + f_n + : : : | ÒÑÄ. åÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁ- ÎÏŒËÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄ f_{’(1)} + f_{’(2)} + : : : + f_{’(n)} + : : :, ÇÄÅ ’: N → N | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÓÅ- ÂÑ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N.

çÏŒÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ | ÜÔÏ ÒÑÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÐÉÓÁÎÙ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÎÏŒÏÍ ÒÑÄÅ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÓÔÁÒÏÇÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÏŒÎÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÑÄ

f_1 + f_3 + f_5 + f_2 + f_7 + f_9 + f_{11} + f_4 + f_{13} + f_{15} + f_{17} + f_6 + : : :

(ÔÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ, ÏÄÎÏ ÞÅÔÎÏÅ, ÔÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ, ÏÄÎÏ ÞÅÔÎÏÅ,. . . ) | ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒËÁ ÒÑÄÁ f_1 + f_2 + f_3 + : : :.

ôÅÏÒÅÍÁ 11.7. ðÕÓÔØ f_1 + : : : + f_n + : : : | ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, É ÐÕÓÔØ ’ | ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ f_{’(1)} + f_{’(2)} + : : : + f_{’(n)} + : : : ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÓÕÍÍÅ.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÅÍÍ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.

ìÅÍÍÁ 11.8. åÓÌÉ a_1 + : : : + a_n + : : : | ÒÑÄ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ a_S = ∑ i∈S a_i, ÇÄÅ S ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ N, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ; ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÙ ŒÉÄÁ a_1 + : : : + a_n = a_{{1;2;:::;n}} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÁ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÔÁËÉÈ ÓÕÍÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ N ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÉÄÁ {1; 2; : : :; n}, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ a_S ⩽ a_1 + : : : + a_n, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {a_S }_{S ⊂ N ËÏÎÅÞÎÏ} É {a_1 + : : : + a_n}_{n∈N} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÉÈ ŒÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÓÏ- ŒÐÁÄÁÀÔ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ ‖f_n‖ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ ÖÅ, ËÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ∑ ‖f_{’(n)}‖; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÐÅÒŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ŒÌÅÞÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

ìÅÍÍÁ 11.9. ðÕÓÔØ f_1 +f_2 +: : :+f_n +: : : | ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ Œ C(X). ôÏÇÄÁ f ∈ C(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÕÍÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ N, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ T ⊃ S, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ Œ N, ÉÍÅÅÍ ‖ ‖ ‖f − ∑ i∈T f_i ‖ ‖ ‖ ¡ ”: äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ, É ÐÕÓÔØ S ⊂ N | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÄÁÎÎÏÍÕ ” ¿ 0. åÓÌÉ N ∈ S | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ⩾ N ÉÍÅÅÍ {1; : : :; n} ⊃ S, ÔÁË ÞÔÏ ‖f − (f_1 + : : : + f_n)‖ ¡ ” É f | ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÒÑÄ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ∈ C(X). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ‖f − (f_1 + : : : + f_N )‖ ¡ ”=2, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ (ŒŒÉÄÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ‖f_1‖ + ‖f_2‖ + : : : + ‖f_n‖ + : : :) ÉÍÅÅÍ ‖f_n‖ + : : : + ‖f_{n+m}‖ ¡ ”=2 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N É m ⩾ 0; ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ U ⊂ N \ {1; : : :; N} | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÏ ∑ j∈U ‖f_j ‖ ¡ ”=2. ðÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ” ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ S = {1; : : :; N}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ T ⊃ {1; : : :; N} | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ‖ ‖ ‖ f − ∑ i∈T f_i ‖ ‖ ‖ ⩽ ‖f − (f_1 + : : : + f_N )‖ + ‖ ‖ ‖ ∑ j∈T \{1;:::;n}

f_j ‖ ‖ ‖ ¡ ¡ ” 2 + ∑ j∈T \{1;:::;n}

‖f_j ‖ ¡ ” 2 + ” 2 = ”:

œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ìÅÍÍÁ 11.9 ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÕÓÌÏŒÉÅ Ăf ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏ- ÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ∑ f_iĄ Œ ŒÉÄÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÅÍÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ É ŒÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 11.7.

õÓÌÏŒÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. ðÒÉŒÅÄÅÍ

ðÒÉÍÅÒ 11.10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ 1 − 1 √ 2 + 1 √ 3 − 1 √ 4 + : : : (11.2)

üÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ n-À ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÞÅ- ÒÅÚ s_n, ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, s_1 ⩾ s_3 ⩾ s_5 : : : É s_2 ⩽ s_4 ⩽ s_6 : : :, É s_{2m−1} ⩾ s_{2m} ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ∈ N; ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {s_{2m−1}}_{m∈N} É {s_{2m}}_{m∈N} ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÂÕÄÕÞÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ, Á ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ s_{2m} ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÜÔÉ ÄŒÁ ÐÒÅÄÅÌÁ ÒÁŒÎÙ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ. (ðÒÉŒÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÒÑÄ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÁÂÓÏ- ÌÀÔÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙŒÁÀÔ É ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Á ÚÎÁËÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ; ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ìÅÊÂÎÉÃÁ.) áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ (11.2) ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅ- ÅÔ, ÔÁË ËÁË 1+^{1√}_2 +: : :+^{1√}_n ⩾^{n√}_n = √ n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ŒÓÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁÛÅÇÏ ÒÑÄÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÓÔÁ- ŒÉÍ ÒÑÄ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÔÁŒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÔÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 11, ÚÁÔÅÍ ÐÏÓÔÁŒÉÍ (−^1√_2 ) | ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ 10, ÚÁÔÅÍ ÄÏÂÁŒÉÍ ÓÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÁÌÁ ÂÏÌØÛÅ 21, ÚÁ- ÔÅÍ (−^{1√}_4 ) | ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ 20, ÚÁÔÅÍ ÓÔÏÌØËÏ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÞÔÏÂ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÔÁÌÁ ÂÏÌØÛÅ 31, ÚÁÔÅÍ (−^{1√}_6 ), É Ô. Ä. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

(îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ ÞÌÅÎÙ ÎÅÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅ- ÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÉÚ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÉÍÅÌÁ ÌÀÂÙÅ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ŒÅÒÈÎÉÊ É ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌÙ.)

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ĂÔÅÏÒÅÍÙ æÕÂÉ- ÎÉĄ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.11. ðÕÓÔØ {f_{mn}}_{m;n∈N} | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ C(X), ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÁÒÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÄ ∑ m;n∈N fmn ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÐÕÓÔØ f | ÅÇÏ

ÓÕÍÍÁ (ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.7 ÎÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÎÉ f ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÒÏÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ÐÁÒÙ (m; n) ). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ∈ N ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÑÄÙ ∑ i∈N f_{mi} (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ h_m) É ∑ i∈N f_{im} (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÕ v_m). äÁÌÅÅ, ÒÑÄÙ ∑ m h_m É ∑ m v_m ÏÂÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë f = ∑ m;n∈N fmn.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÍÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁÊÄÑ ÓÕÍÍÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÉÌÉ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ) É ÓÌÏÖÉŒ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ � = ∑ i;j ‖f_{ij} ‖. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ m ÉÍÅÅÍ ∑ i ‖f_{mi}‖ ⩽ �, ∑ i ‖f_{im}‖ ⩽ � (ÔÁË ÞÔÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÓÔÒÏ- ËÉ É ŒÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ); ÔÁË ËÁË ‖h_m‖ ⩽ ∑ i ‖f_{mi}‖, ÔÏ ∑ m ‖h_m‖ ⩽ �, É ÒÑÄ ∑ h_m (Á ÔÁËÖÅ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ∑ v_m) ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ∑ h_m = f (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÌÑ ∑ v_m ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ” ¿ 0 É ÎÁÊÄÅÍ ÐÏ ÎÅÍÕ N ∈ N, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ⊃ {1; : : :; N} × {1; : : :; N} | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ N × N, ÔÏ ‖ ‖f − ∑_{(i;j)∈S} f_{ij} ‖ ‖ ¡ ”=2 É | |� − ∑ (i;j)∈S ‖fij ‖ | | ¡ ”=2 (ÐÅÒŒÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 11.9, ŒÔÏ- ÒÏÅ | ŒŒÉÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÑËÏÍ n ⩾ N ÉÍÅÅÍ ‖f − (h_1 + : : : + h_n)‖ ⩽ ”.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

‖f −(h_1 +: : :+h_n)‖ ⩽ ‖ ‖ ‖f − ∑ i;j⩽n

f_{ij} ‖ ‖ ‖+ ‖ ‖ ‖(h^1 + : : : + h^n) − ∑ i;j⩽n

f_{ij} ‖ ‖ ‖ : (11.3)

ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ ”=2 ŒŒÉÄÕ ÎÁÛÅÇÏ ŒÙÂÏÒÁ n. þÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ j É m ÉÍÅÅÍ

‖h_j − n∑ k=1 f_{jk} ‖ = ‖ ∞∑ k=n+1

f_{jk}‖ ⩽ ∞∑ k=n+1

‖f_{jk} ‖:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ‖ ‖ ‖ ‖ (h_1 + : : : + h_n) − ∑ i;j⩽n

f_{ij} ‖ ‖ ‖ ‖ ⩽ ‖ ‖ ‖ ‖ h_1 − n∑ k=1 f_{1k} ‖ ‖ ‖ ‖ + : : : + ‖ ‖ ‖ ‖ h_n − n∑ k=1 f_{nk} ‖ ‖ ‖ ‖ ⩽

⩽ ∞∑ k=n+1

(‖f_{1k}‖ + : : : + ‖f_{nk} ‖):

óÕÍÍÁ ÒÑÄÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ÞÉÓÅÌ ‖f_{pq}‖, ÇÄÅ p ⩽ n, q ¿ n. ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ŒÙÂÏÒÕ n ËÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÅÎØÛÅ ”=2, ÔÁË ÞÔÏ ÉÈ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ”=2. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ Œ 11.3 ÍÅÎØÛÅ ”. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 11.12. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11, ÅÓÌÉ ÄŒÏÊÎÏÊ ÒÑÄ ∑ f_{mn} ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÏŒ ∑ h_m É ∑ v_m ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÈÏÒÏÛÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏŒ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÒÑÄÏŒ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ‖fg‖ ⩽ ‖f‖ · ‖g‖ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.3(4)).

îÁÞÎÅÍ, ËÁË ŒÏÄÉÔÓÑ, Ó ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÏË. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅ- ÀÔÓÑ ÄŒÁ ĂÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ÒÑÄÁĄ ŒÉÄÁ a_0 +a_1x+a_2x^2 +: : : É b_0 +b_1x+b_2x^2 +: : :. åÓÌÉ ÉÈ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÑÄ ŒÉÄÁ

a_0b_0 + (a_0b_1 + a_1b_0)x + (a_0b_2 + a_1b_1 + a_2b_0)x^2 + : : : + (a_0b_n + a_1b_{n−1} + : : : + a_nb_0)x^n + : : : : (11.4)

ïÂÏÂÝÁÑ (11.4) ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÒÑÄÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 11.13. ðÕÓÔØ f_1 +f_2 +: : :+f_n +: : : É g_1 +g_2 +: : :+g_n +: : : | ÄŒÁ ÒÑÄÁ. éÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑÄ h_1 + h_1 + : : : + h_n + : : :, ÇÄÅ h_n = f_0g_n + f_1g_{n−1} + : : : + f_ng_0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.14. ðÕÓÔØ f_1+f_2+: : :+f_n +: : : É g_1+g_2+: : :+g_n+: : : | ÄŒÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÁ, É ÐÕÓÔØ h_1 + h_1 + : : : + h_n + : : : | ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÒÑÄ ∑ h_i ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑÄÏŒ ∑ f_i É ∑ g_j .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄÙ ∑ f_i É ∑ g_i ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ŒÓÑ- ËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ŒÉÄÁ ∑ ‖f_ig_j ‖ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ∑ ‖f_i‖ · ‖g_j ‖, ÞÔÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ( ∑_∞ i=1 ‖f_i‖) · (∑_∞ j=1 ‖g_j ‖ ) ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄŒÏÊÎÏÊ ÒÑÄ ∑ f_ig_j ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. åÓÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11, ÔÏ Œ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÏÊÄÕÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ n∑ i;j=1

f_ig_j = (_∞ ∑ i=1 f_i ) · ∞∑ j=1 g_j ;

ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ f_ig_j ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÒÑÄÏŒ ∑ f_i É ∑ g_j . åÓÌÉ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÇÏ ÄŒÏÊÎÏÇÏ

ÒÑÄÁ ĂÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍĄ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÌÉÓØ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i + j = 2, ÚÁÔÅÍ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ i + j = 3, É Ô. Ä.,

ÔÏ Œ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ ŒÏÊÄÕÔ ŒÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ ∑ h_i, ÔÁË

ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ∑ f_ig_j ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÑÄÁ ∑ h_k . œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 11.15. åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÒÑÄÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔ-

ÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.14 ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ.

ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ∑ f_i É ∑ g_i | ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ ÎÁÍ ÒÑÄ

1 −^1√_2 +^1√_3 −^1√_4 + : : :. ôÏÇÄÁ n + 1-Ê ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ-ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ± ( 1 √ 1 · √ n + 1 √ 2 · √ n − 1

+ : : : + 1 √ n · √ 1 ) ; ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÅ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ^1

√_{(n+1)=2·}√_{(n+1)=2} = 2=(n + 1). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ

Ë ÎÕÌÀ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÑÄÏŒ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.