ìÅËÃÉÑ 12. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

üÔÕ ÌÅËÃÉÀ ÍÙ ÐÏÓŒÑÔÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎËÃÉÊ, ŒÅÄÕÝÉÈ ÓÅÂÑ ĂÎÁÉ- ÌÕÞÛÉÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍĄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.1. ðÕÓÔØ U ⊂ R (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ U ⊂ C ) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. æÕÎËÃÉÑ f : U → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÏÊ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ), ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c ∈ U ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ŒÉÄÁ

a_0 + a_1(x − c) + a_2(x − c)^2 + : : : + a_n(x − c)^n + : : :; (12.1)

ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ë f(x) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÉÄÁ {x | |x − c| ⩽ r} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ¿ 0 (ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ r, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏÓØ Œ U).

ðÒÉÍÅÒ 12.2. œÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÐÒÉÞÅÍ ÒÑÄ (12.1) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÅ: ÌÅÇËÏ ŒÉ- ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅÐÅÎÉ n É ŒÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ŒÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ

P (x) = P (c) + P^′(c)(x − c) +

P^{′′}(c) 2! (x − c)^2 + : : : +

P^{(n)}(c) n! (x − c)^n: (12.2)

äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÏ (12.2) ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0.

ðÒÉÍÅÒ 12.3. æÕÎËÃÉÑ f(x) = 1=x ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÎÁ C \ {0}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c ≠ 0 ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ 1 x = 1 c − 1 c^2

(x − c) + 1 c^3

(x − c)^2 − 1 c^4

(x − c)^3 + · · · :

üÔÏÔ ÒÑÄ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {x | |x − c| ¡ |c|}. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÇÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ.

íÎÏÇÏÅ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÅÒÛÅÎ- ÎÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÄÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ- É ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. åÓÌÉ ÎÉÖÅ ÒÅÞØ ÐÏÊÄÅÔ ÐÒÏÓÔÏ ÏÂ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ

ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ (ÉÌÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ) Œ ÏÂÏÉÈ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. á ÐÏËÁ ÄÁŒÁÊÔÅ ÒÁÚÂÅÒÅÍÓÑ ÓÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (12.1).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.4. ðÕÓÔØ {x_n}_{n∈N} | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÅ ŒÅÒÈÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ lim x_n = inf_n sup_{m⩾n} x_m. äÒÕÇÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÅÒÈÎÅÇÏ

ÐÒÅÄÅÌÁ: lim sup x_n. õ ŒÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓŒÅÒÈÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÈÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

(áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÉÖÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ {x_n}_{n∈N} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ lim x_n = sup_n inf_{m⩾n} x_m. äÒÕÇÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ

ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ: lim inf x_n.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.4 ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ: ÎÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁÐÅ ÓÌÕ- ÛÁÔÅÌÉ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÅÇÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓŒÅÒÈÕ, ∗ lim x_n = +∞.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.5 (ï. ëÏÛÉ{ö. áÄÁÍÁÒ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ (12.1) É ÐÏÌÏÖÉÍ R = 1 / lim^n √ |a_n| (ÅÓÌÉ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÎÕÌØ, ÐÏÌÁÇÁÅÍ R = +∞, ÅÓÌÉ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ +∞, ÐÏÌÁÇÁÅÍ R = 0). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ r ¡ R ÒÑÄ (12.1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÏ sup- ÎÏÒÍÅ (ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÉÄÁ {x | |x−c| ⩽ r}. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÒÉ |x − c| ¿ R ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

þÉÓÌÏ R, ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉ- ÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ĂÆÏÒÍÕÌÏÊ ëÏÛÉ-áÄÁÍÁÒÁĄ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ {x | |x−c| ¡ R} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÒÕÇÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (12.1) (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ËÏÇÄÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÆÕÎËÃÉÑÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÓÒÅÄÏÔÏÞÉÍÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÅ R ¡ +∞, ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÉŒ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ. ðÕÓÔØ r ¡ R. ôÏÇÄÁ lim^n √ |a_n| ¡ 1=r. óÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ˘ ¿ r, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ËÒÏÍÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |a_n| ¡ 1=˘^n. îÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ {x | |x − c| ⩽ r} ÉÍÅÅÍ ‖a_n(x − c)^n‖ = |a_n|r^n, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÉÍÅÅÍ ‖a_n(x−c)^n‖ ¡ (r=˘)^n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÑÄ ∑ ‖a_n(x − c)^n‖ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÏÃÅÎÉŒÁÀÔ- ÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÓÕÍÍÁÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ

ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ∑ (r=˘)^n (ÐÌÀÓ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ |x − c| ¿ R. ôÏÇÄÁ lim^n √ |a_n| ¿ 1=|x − c|, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÏÍÅÒÏŒ n ∈ N ÉÍÅÅÍ |a_n| ¿ 1=|x − c|^n É |a_n(x − c)^n| ¿ 1. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.6. óÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ (12.1) ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉ- ÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉ- ÓÌÁ C; r ¿ 0, ÞÔÏ |a_n| ⩽ Cr^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ¿ N (ËÏÒÏÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ: ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |a_n| = O(r^n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r ¿ 0).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.7. œ ÔÏÞËÁÈ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ËÒÕÇÁ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔÉ, ÒÑÄ (12.1) ÍÏÖÅÔ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÑÄ ∑_∞ i=1(−1)^ix^i=i ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ x = 1 É ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ x = −1.

éÔÁË, ŒÓÑËÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓŒÏÅÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.8. œÓÑËÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎ- ÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ŒÎÕÔÒÉ ÅÇÏ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.9. ðÕÓÔØ

a_0 + a_1(x − c) + a_2(x − c)^2 + : : : + a_n(x − c)^n + : : : (12.3)

| ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ R ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U = {x | |x − c| ¡ R} ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ f(x) = ∑_∞ k=0 a_k (x − c)^k, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ U.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ c = 0, ÞÔÏ ÍÙ É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ p, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÀ |p| ¡ R, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ∑_∞ l=0 b_l(x−p)^l É ÞÉÓÌÏ r ¿ 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ D_r = {x | |x − p| ⩽ r}.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r ¡ R − |p| É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÏÊÎÏÊ ÒÑÄ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.11)

a_0 + a_1p + a_1(x − p) + a_2p^2 + 2a_2p(x − p) + a_2(x − p)^2 + : : :

a_np^n + na_np^{n−1}(x − p) + n(n − 1) 2 a_np^{n−2}(x − p)^2 + : : : + a_n(x − p)^n + : : : (12.4)

(Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ ŒÉÄÁ a_mx^m ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ x ÎÁ p+(x−p) É ÒÁÓËÒÙÌÉ ÐÏ ÂÉÎÏÍÕ îØÀÔÏÎÁ). ĂäŒÏÊÎÏÊ ÒÑÄĄ, ÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÏ sup-ÎÏÒÍÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ D_r. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁ D_r ÉÍÅÅÍ ‖b(x − p)^n‖ = |b|r^n, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ sup-ÎÏÒÍ ÞÌÅÎÏŒ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÁ

|a_0| +

|a_1| · |p| + a_1r + |a_2| · |p|^2 + 2|a_2| · |p|r + |a_2|r^2 + : : :

|a_n| · |p|^n + n|a_n| · |p|^{n−1}r + n(n − 1) 2 |a_n| · |p|^{n−2}r^2 + : : : + |a_n|r^n + : : :

= |a_0| + |a_1|(|p| + r) + |a_2|(|p| + r)^2 + : : : + |a_n|(|p| + r)^n + : : : :

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ ∑ a_nx^n É ∑ |a_n|x^n ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÓÉÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ-áÄÁÍÁÒÁ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ |p| + r ¡ R ÐÏ ŒÙÂÏÒÕ r, ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÙÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÁ, É ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ 12.4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÑÄÏŒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÙÈ ÉÚ ÓÕÍÍ ÓÔÒÏË É ÓÕÍÍ ÓÔÏÌÂÃÏŒ (É ÞÔÏ ŒÓÅ ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÉÇÒÅ ÒÑÄÙ ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÐÏ sup-ÎÏÒÍÅ ÎÁ D_r). òÑÄ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÕÍÍ ÓÔÒÏË, ÅÓÔØ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ∑_∞ m=0 a_mx^m, É ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x). òÑÄ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÓÕÍÍ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ∑_∞ m=0 b_m(x − p)^m, ÇÄÅ b_j | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÐÏ sup-ÎÏÒÍÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.10. éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÒÑÄÁ ∑ b_m(x − p)^m ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ R − |p|. òÅÁÌØÎÏ

ÜÔÏÔ ÒÁÄÉÕÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÏÌØÛÅ (ÐÒÉÍÅÒ: f(x) = 1=(1 + x), c = 0, p = 1=2). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (12.3) Œ ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (12.3), ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÂÏÌØÛÅÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ f ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÒÕÇÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.9 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕŒÉÄÉÍ, ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. þÔÏÂÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÐÒÉÍÅÎÉÍ É Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÄÁÄÉÍ ÔÁËÏÅ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 12.11. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É p ∈ U. æÕÎËÃÉÑ f : U → C ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÍÙ- ÓÌÅ Œ ÔÏÞËÅ p, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{x→p} f(x) − f(p) x − p : åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ p. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ p ∈ U, ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ^4 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÓÔÅÐÅÎÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ f(z) = z^n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ f^′(z) = nz^{n−1}, ËÁË É Œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.12. ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÌÉ C , c ∈ U É f : U → C | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ ÎÁ U, ÅÓÌÉ U ⊂ R É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ U, ÅÓÌÉ U ⊂ C ; ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ f^′ : U → C ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞ- ËÉ c ∈ U ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ (12.1), ÔÏ f^′ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔÓÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ Œ ŒÉÄÅ ÒÑÄÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÞÌÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÒÑÄÁ (12.1), ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ËÒÕÇÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (12.1).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ c ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÍÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ (12.1). íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.9 (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ c = 0). éÚ ŒÉÄÁ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (12.4) ÑÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ f(x) = ∑_∞ m=0 b_m(x − p)^m ÉÍÅÅÍ b_0 = ∑_∞ i=0 a_ip^i = f(p) (ÞÔÏ É ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ) É b_1 = ∑_∞ i=1 ia_ip^{i−1}. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÑÄ ∑_∞ i=1 b_i(x − p)^{i−1}

4îÁÚÙŒÁÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÓÔÏ ĂÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉĄ ÎÅ ÐÒÉÎÑÔÏ.

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ D_r Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÎÏ Œ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ) ÆÕÎËÃÉÉ g(x). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ x ≠ p ÉÍÅÅÍ g(x) = (f(x) − f(p))=(x − p), ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

lim_{x→p} f(x) − f(p) x − p

= lim_{x→p} g(x) = g(p) = b_1:

úÎÁÞÉÔ, ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ (Œ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÅÓÌÉ f ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ) Œ ÔÏÞËÅ p, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ

f^′(p) = ∞∑ i=1 ia_ip^{i−1}: (12.5)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (12.5) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ p, ÕÄÏŒÌÅ- ÔŒÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏŒÉÀ |p| ¡ R, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f^′ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (12.5) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÞÌÅÎÎÙÍ ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÉÚ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÌÑ f. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.13. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ-áÄÁÍÁÒÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÄÌÑ f^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÄÌÑ f.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.14. ðÕÓÔØ U | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÉÌÉ C , c ∈ U, f : U → C | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ c ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

f(x) = a_0 + a_1(x − c) + a_2(x − c)^2 + : : : + a_n(x − c)^n + · · · : (12.6)

ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ N ÉÍÅÅÍ a_n = f^{(n)}(c)=n!. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÑÄ ôÅÊ- ÌÏÒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ c ÅÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÊ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.12 ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (12.6) ÍÏÖÎÏ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÒÁÚ ÐÏÞÌÅÎÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÔØ. ðÏÌÏÖÉÍ x = c | ÎÁÊ- ÄÅÍ a_0, ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ É ÐÏÌÏÖÉÍ x = c | ÎÁÊÄÅÍ a_1, É Ô. Ä.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.15. œÓÑËÁÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 12.16. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÓÌÅÄÓÔŒÉÀ 12.15, ÎÅŒÅÒÎÏ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ (É ÉÇÒÁÀÔ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

f(x) = { e^{−1=x2} ; x ¿ 0; 0; x ⩽ 0;

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ŒÓÅÍ R, ÐÒÉÞÅÍ ŒÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ Œ ÎÕÌÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, f ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÊ Œ ÎÕÌÅ: ŒŒÉ- ÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 12.14 ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ŒÉÄÁ ∑ a_ix^i, ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ë f, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÅÅ ÒÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ Œ ÎÕÌÅ É ËÁË ÔÁËÏŒÏÊ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ. íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÎÁÛÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Ó ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÉÔÕÁ- ÃÉÑ ÐÒÑÍÏ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÁ: ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U ⊂ C , Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÏÓÔØÀ ÂÕÄÅÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ŒÁÖÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÎÕÖÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ŒÌÁÄÅÅÍ.

îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ | ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.17. óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ f; g : U → C | ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ c ∈ U ÒÑÄÁ- ÍÉ ∑_∞ k=0 a_k(x − c)^k É ∑_∞ k=0 b_k(x − c)^k, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f + g É fg ÚÁÄÁÀÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÓÕÍÍÏÊ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÒÑÄÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÓÕÍÍÕ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11, Á ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ | ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.14.

úÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ ÄÌÑ f É g ÒÁŒÎÙ R_1 É R_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ ÄÌÑ f + g É fg ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ min(R_1; R_2).

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.18. ðÕÓÔØ U ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → C | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, f(U) ⊂ V , ÇÄÅ V ⊂ C | ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, g : V → C | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ g ∘ f : U → C ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É Œ ÔÅÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ U (ÉÌÉ ËÁË U, ÔÁË É V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ Œ R, Á ÎÅ C .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ. ðÕÓÔØ p ∈ U,

f(x) = a_0 + a_1(x − p) + a_2(x − p)^2 + · · · (12.7)

Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p. ôÏÇÄÁ

g(y) = b_0 + b_1(y − a_0) + b_2(y − a_0)^2 + · · · (12.8)

Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ f(p) = a_0. œ ÒÑÄ (12.8) ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ŒÍÅÓÔÏ y (ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ) ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (12.7) (ÔÏ ÅÓÔØ f(x)). ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ÄÌÑ y − a_0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ (ÏÐÑÔØ ÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ) ÒÁÓËÒÙÔØ ŒÓÅ ŒÎÅÛÎÉÅ ÓËÏÂËÉ (ÎÅ ÔÒÏÇÁÑ (x − p) ) É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x − p ŒÉÄÁ

c_0 + c_1(x − p) + c_2(x − p)^2 + c_3(x − p)^3 + · · · (12.9)

ÇÄÅ c_0 = b_0, c_1 = b_1a_1, c_2 = b_1a_2 + b_2a^2_1, c_3 = b_1a_3 + 2b_2a_1a_2 + b_3a^3_1. . . . äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ g ∘ f ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p ÜÔÏÔ ÒÑÄ Ë ÎÅÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ R | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (12.8). úÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ËÏÎÃÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 12.17 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ∈ N ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ

h_{n1}(x − p) + h_{n2}(x − p)^2 + : : : + h_{nm}(x − p)^m + · · · ;

ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ŒÎÅÛÎÉÈ ÓËÏ- ÂÏË (ÎÅ ÔÒÏÇÁÑ (x − p) ) É ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÉÚ (a_1(x − p) + a_2(x − p)^2 + a_3(x − p)^3 + · · · )^n, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ R, É ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë (f(x) − a_0)^n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÌÅÎÙ Œ ÜÔÏÍ ÒÑÄÅ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó h_{nn}(x − p)^n. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ h_{ij} ŒÙÒÁÖÁ- ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ a_0; a_1; a_2; : : : ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ: h_{ij} = P_{ij} (a_0; a_1; a_2; : : :), ÐÒÉÞÅÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P_{ij} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ a_0; a_1; a_2; : : :.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ĂÄŒÏÊÎÏÊ ÒÑÄĄ

b_0 + b_1h_{11}(x − p) + b_1h_{12}(x − p)^2 + b_1h_{13}(x − p)^3 + b_1h_{14}(x − p)^4 + : : : b_2h_{21}(x − p) + b_2h_{22}(x − p)^2 + b_2h_{24}(x − p)^4 + b_2h_{24}(x − p)^4 + : : : b_3h_{31}(x − p) + b_3h_{32}(x − p)^2 + b_3h_{33}(x − p)^3 + b_3h_{34}(x − p)^4 + : : : : (12.10) éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÍÍ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë g(f(x)) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë p, Á ÒÑÄ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÍÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ŒÙÛÅ, h_{ij} = 0 ÐÒÉ j ¡ i, ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ËÏ- ÎÅÞÎÙ), ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÑÄÏÍ (12.9). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 11.11 ŒÓÅ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÎÏÊ ÒÑÄ 12.10 ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p.

þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ~f(z) = ∑^∞_{i=0} |a_i|zi É ~g(y) = ∑^∞_{i=0} |b_i|(y − |a_0|)i; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ, ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÏŒ (12.7) É (12.8) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ), ÆÕÎËÃÉÉ ~f É ~g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË 0 É |a_0|. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ (12.8) (ÏÎ ÖÅ | ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÄÌÑ ~g). ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ r ¿ 0, ÞÔÏ | ~f(z) − |a_0|| ¡ R, ËÁË ÔÏÌØËÏ |z| ⩽ r. õÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄŒÏÊÎÏÊ ÒÑÄ (12.10) ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {x | |x − p| ⩽ R}.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÍÅÅÍ ‖b_ih_{ij} (x − p)^j ‖ = |b_i| · |h_{ij} |r^j ; ÐÏÓËÏÌØËÕ h_{ij} = P_{ij} (a_0; a_1; a_2; : : :) É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ P_{ij} ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÉÍÅÅÍ |h_{ij} | ⩽ P_{ij} (|a_0|; |a_1|; |a_2|; : : :) = ~h_{ij} . ïÄÎÁËÏ ÖÅ ÄŒÏÊ- ÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ

|b|_0 + |b|_1~h_{11}r + |b|_1~h_{12}r^2 + |b|_1~h_{13}r^3 + |b|_1~h_{14}r^4 + : : : |b|_2~h_{21}r + |b|_2~h_{22}r^2 + |b|_2~h_{24}r^4 + |b|_2~h_{24}r^4 + : : :

|b|_3~h_{31}r + |b|_3~h_{32}r^2 + |b|_3~h_{33}r^3 + |b|_3~h_{34}r^4 + : : : :

ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ: ÅÇÏ ÓÔÒÏËÁ ÎÏÍÅÒ i ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë |b_i|( ~f(r))^i, Á ÓÕÍÍÁ ÓÔÒÏË ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ∑ b_i( ~f(r))^i = ~f(~g(r)). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 11.11, ÎÁ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ, ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÉÓ- ÈÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÌÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ | ÉÎÁÞÅ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, | ÏÄÎÁËÏ ÖÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = x^3 ÁÎÁ- ÌÉÔÉÞÎÁ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ ÎÁ ŒÓÅÍ R, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÎÅÊ g(x) =^3 √ x ÄÁÖÅ ÎÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÎÕÌÅ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒËÕ, ÎÁÄÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌÁÓØ Œ ÎÕÌØ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.19. ðÕÓÔØ U ⊂ R (ÓÏÏÔŒ. U ⊂ C ) | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, f : U → R (ÓÏÏÔŒ. f : U → C ) | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ, p ∈ U, f^′(p) ≠ 0 ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ W ∋ f(p), ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : f^{−1}(W ) → W ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ, Á ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f^{−1} : W → f^{−1}(W ) ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÂÒÁÔÎÏÊ Õ Ë ÆÕÎËÃÉÉ y = x^2.

ìÅÍÍÁ 12.20. æÕÎËÃÉÑ f(x) = √ x ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÎÁ (0; +∞).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ a ∈ (0; +∞). ðÏÓËÏÌØËÕ, ËÁË ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏ,^5 k-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ y = √ x | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y = (1=2)(1=2 − 1) : : :(1=2 − k + 1)x^{−1=2−k}, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ (ÔÅÏ- ÒÅÍÁ 8.8) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ √ x = √ a + 1 2 a^{1=2−1}(x − a) + 1 2 (^1_2 − 1) 2! a^{1=2−2}(x − a)^2 + : : : + + 1 2 (^1_2 − 1) : : :(^1_2 − n + 1) n! a^{1=2−n}(x − a)^n + R_{n+1}(x); ÇÄÅ R_{n+1}(x) = 1 2 (^1_2 − 1) : : :(^1_2 − n) (n + 1)!

¸^{1=2−n−1}(x − a)^{n+1}

(¸ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ a É x).

ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ R_{n+1}(x) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÉÍÅÅÍ

|R_{n+1}(x)| ⩽ √ |¸| ( |x − a| |¸| )_{n+1} ⩽ √ max(x; a) ( |x − a| min(x; a)

)_{n+1}

ðÒÉ |x − a| ¡ a=3 ÉÍÅÅÍ |x − a|= min(x; a) ¡ 1=2, ÏÔËÕÄÁ lim_{n→∞} R_{n+1}(x) = 0. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Œ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÆÕÎË- ÃÉÑ y = √ x ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÅÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ.

5œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ĂÉÚ ÐÅÒŒÏÏÓÎÏŒĄ. óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ ÓÔÅÐÅÎÉ q (ÇÄÅ q ∈ N) ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏ- ÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ y = x^q . äÁÌÅÅ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = x^{1=q} ; ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ y = x^{p=q} ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ËÏÒÎÑ ÓÔÅÐÅÎÉ q É ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÑ Œ ÓÔÅÐÅÎØ p.

(îÁÛÁ ÏÃÅÎËÁ ŒÅÓØÍÁ ÇÒÕÂÁ: ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÔÅ- ÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÌÑ √ x Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÒÁŒÅÎ a.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÚÑÔÉÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ Ó ÌÉÎÅÊÎÙ- ÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ŒÉÄÁ x → kx + b, ÇÄÅ k ≠ 0, ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÉ ÎÁ ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÎÏÓÔØ, ÎÉ ÎÁ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ, ÎÉ ÎÁ ÎÅÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÏÊ Œ ÎÕÌØ, ÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p = 0, f(p) = 0, f^′(p) = 1. úÁÐÉÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ f Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ Œ ŒÉ- ÄÅ f(x) = x − ∑_∞ i=2 a_ix^i (ŒÓËÏÒÅ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÚÁÞÅÍ ÎÕÖÅÎ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ), É ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ŒÉÄÅ g(y) = ∑_∞ i=1 b_iy^i. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ b_i ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ x = g(y) ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÒÑÄ f(g(y)) = y.

ìÅÍÍÁ 12.21. éÍÅÅÍ b_1 = 1; ÄÁÌÅÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ {a_i} ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P_2; P_3; : : : Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ b_n = P_n(a_2; a_3; : : :; a_n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ⩾ 2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÅ x − ∑_∞ i=2 a_ix^i ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ x = ∑_∞ i=1 b_iy^i, ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ É ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏ- ÌÕÞÉŒÛÉÊÓÑ ÒÑÄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y ÞÅÒÅÚ ∑ c_1y^i. äÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ c_i ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ:

c_1 = b_1;

c_2 = b_2 − a_2b^2_1;

c_3 = b_3 − (2a_2b_1b_2 + a_3b^3_1);

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ n-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

c_n = b_n − Q_n(a_1; : : :; a_n; b_1; : : :; b_{n−1});

ÇÄÅ Q_n | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (ÉÍÅÎÎÏ ÒÁ- ÄÉ ÜÔÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÐÏÓÔÁŒÉÌÉ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ ÐÅÒÅÄ ∑ a_ix^i). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÄÏÌÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ c_1 = 1 É c_n = 0 ÐÒÉ n ¿ 1, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÒÁÖÁÔØ b_2 ÞÅÒÅÚ b_1 = 1 É a_2, ÚÁÔÅÍ b_3 ÞÅÒÅÚ a_2, a_3, b_1 É b_2 É ÄÁÌÅÅ ÞÅÒÅÚ a_2 É a_3, É Ô. Ä.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑_∞ i=1 b_iy^i ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ëÏÛÉ-áÄÁÍÁÒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÒÑÄÁ ∑_∞ i=1 |b_i|y^i. ïÄÎÁËÏ ÖÅ, ŒŒÉÄÕ ÌÅÍ- ÍÙ 12.21, ÉÍÅÅÍ |b_i| ⩽ ~b_i = P_i(|a_2|; |a_3|; : : :; |a_n|). äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ, ŒŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 12.6, ÉÍÅÅÍ |a_n| ⩽ Cr^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ⩽ 2

É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ C É r, ÉÍÅÅÍ, ÄÁÌÅÅ, P_i(|a_2|; |a_3|; : : :; |a_n|) ⩽ ~b_i = P_i(Cr^2; Cr^3; : : :; Cr^n). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ z + ∑_∞ i=2 ~b_izi.

œŒÉÄÕ ŒÓÅ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÙ 12.21, ÜÔÏÔ ÒÑÄ | ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÄÌÑ ÒÑÄÁ x + ∑_∞ i=2 Cr^ix^i, ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ~f(x) = x +^{Cr2x2}_{1−rx} . æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ

~g(z) =

−(1 + rz) + √ (1 + rz)^2 + 4z(Cr^2 − r) 2(Cr^2 − r) ; É ÆÕÎËÃÉÑ ~g ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ËÁË ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÉÈ (ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÎ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ 12.20!). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÒÑÄ ∑_∞ i=1 b_iy^i. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏ- ËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ W ∋ 0 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÕ f(g(y)) = y. ðÏÌÏÖÉÍ U = f^{−1}(W ); ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÏÔËÒÙÔÏ, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : U → W É g : W → U ÁÎÁÌÉ- ÔÉÞÎÙ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÅËÃÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ĂÐÒÉÎÃÉÐ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÉÑĄ. œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ: ÎÕÌÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 12.22. ðÕÓÔØ U ⊂ R (ÉÌÉ U ⊂ C ) | ÓŒÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É f : U → C | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ f ÎÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ ÎÁ U, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÎÕÌÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ Œ U.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ ËÏÒÎÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = 0 ÍÏÇÕÔ ÓÇÕÝÁÔØÓÑ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ ÏÂÌÁÓÔÉ U, ÎÏ ÎÅ ŒÎÕÔÒÉ ÅÅ.

ìÅÍÍÁ 12.23. ðÕÓÔØ ∑_∞ i=0 a_i(x − p)^i | ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ Ó ÎÅÐÕÓÔÙÍ ËÒÕÇÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ W , ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ W Ë ÆÕÎËÃÉÉ f. åÓÌÉ p | ÎÅ- ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÔÏ a_i = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ i.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. åÓÌÉ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ f Œ ÔÏÞËÅ p ÎÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ f(x) = (x − p)^rg(x), ÇÄÅ r ¿ 0, g(x) = ∑_∞ i=0 a_{i+r} (x − p)^r É a_r ≠ 0 (ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ W ). óÌÅÄŒÏÁÔÅÌØÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ g ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ p, ÔÁË ÞÔÏ p | ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑ- ÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, Œ ËÏ- ÔÏÒÙÈ f É ŒÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ ÚÁÍËÎÕÔÏ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÏ É ÏÔËÒÙÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÕÌÅÍ, ÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÑ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ŒÓÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ) ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. åÓÌÉ f ÉÍÅÅÔ ÎÅÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÎÕÌØ Œ U, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÌÅÍÍÙ V ≠ ∅, ÔÁË ÞÔÏ V = U ŒŒÉÄÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.24. ðÕÓÔØ f É g | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÏÔËÒÙ- ÔÏÍ ÓŒÑÚÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U, É ÐÕÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f É g ÎÁ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ⊂ U ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ f = g ŒÓÀÄÕ ÎÁ U.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.24 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÑ; ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÉÎÃÉÐ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ- ÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ | ÏÞÅÎØ ÖÅÓÔËÉÊ ÏÂSSÅËÔ: ÅÅ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÃÅÌÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆÉËÉ ÄŒÕÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏŒÐÁÄÁÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÒÁÓÈÏÄÉÌÉÓØ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏ- ÎÙ. ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 12.24 ÎÅŒÅÒÎÏ (ÓÍ., ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÕÀ ÎÕÌÀ, É ÆÕÎËÃÉÀ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ- ÎÕÀ Œ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ 12.16).