ìÅËÃÉÑ 3. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

îÁ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ĂÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÕÀĄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÇÌÁ Ë ÞÅÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ (ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ËÁËÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÚÁÄÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_n = (−1)^n?), É ŒÏ ŒÔÏÒÙÈ, ÎÁÄÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ĂÓÔÒÅÍÑÝÉÅÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅĄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {a_n} ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ N, ÞÔÏ |a_m − a_n| ¡ ”, ËÁË ÔÏÌØËÏ m; n ⩾ N.

(œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ” | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: ŒÅÄØ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ŒÉÄ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅ ÚÎÁÅÍ!)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. äŒÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_n} É {b_n} ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ lim_{n→∞}(a_n − b_n) = 0.

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÚÎÁËÏÍ ∼.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÐÒÅÄÅÌÏŒ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÜÔÏÇÏ ÎÁÚŒÁÎÉÑ^1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ R.

åÓÌÉ lim_{n→∞} a_n = a ∈ Q, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n} ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó a. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÉÔØ ËÌÁÓÓ ŒÓÑËÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÞÉÓÌÏÍ a, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÌÏÖÅÎÉÅ Q Œ R; ÄÁÌÅÅ ÍÙ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ Q ŒÌÏÖÅÎÏ Œ R ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

éÔÁË, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÐÒÉŒÙÞÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. äÌÑ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÁ.

1ôÏ ÅÓÔØ ÏÎÏ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ (a ∼ a ÄÌÑ ŒÓÅÈ a), ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÅÓÌÉ a ∼ b, ÔÏ b ∼ a) É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ (ÅÓÌÉ a ∼ b É b ∼ c, ÔÏ a ∼ c).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ a ∈ Q, ÔÏ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ |a_n − a| ¡ ”=2 ÐÒÉ n ¿ N. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ m; n ⩾ N, ÔÏ |a_m − a_n| ⩽ |a_m − a| + |a_n − a| ¡ ”=2 + ”=2 = ”.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.5. œÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n} ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ M, ÞÔÏ |a_n| ⩽ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ {a_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N, ÞÔÏ |a_m − a_n| ¡ 1, ËÁË ÔÏÌØËÏ m; n ⩾ N. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÂÏÌØÛÉÍÉ N, ÚÁËÌÀÞÅÎÙ ÍÅÖÄÕ a_N − 1 É a_N + 1; ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÒÏÍÅ ÎÉÈ, Õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {a_n} É {b_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_n ± b_n} É {a_nb_n} ÔÁËÖÅ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |(a_m ± b_m) − (a_n ± b_n)| ⩽ |a_m − a_n| + |b_m − b_n|, Á ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ {a_n} É {b_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ M, ÞÔÏ |a_n| ⩽ M É |b_n| ⩽ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ n; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÅÓÌÉ N ÎÁÓÔÏÌØËÏ ŒÅÌÉËÏ, ÞÔÏ |a_m − a_n| ¡ ”=2M É |b_m − b_n| ¡ ”=2M ÐÒÉ m; n ¿ N, ÔÏ

|a_mb_m − a_nb_n| = |a_m(b_m − b_n) + (a_m − a_n)b_n| ⩽

⩽ |a_m| · |b_m − b_n| + |a_m − a_n| · |b_n| ¡ M ” 2M + M ” 2M = ”:

éÍÅÑ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÕ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÕÍÍÕ (ÓÏÏÔŒ. ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ) ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑ- ÍÉ {a_n} É {b_n}, ËÁË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {a_n + b_n} (ÓÏÏÔŒ. {a_n − b_n}, {a_nb_n}).

þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_n} ÉÌÉ {b_n} ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÑÌÁÓØ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ. äÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ ÜÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÌÅÇËÏ: ÅÓÌÉ {a_n} ∼ {a^′_n}, Ô. Å. a_n − a^′_n → 0, ÔÏ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (a_n + b_n) − (a^′_n − b_n) = a_n − a^′_n ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ

Ë ÎÕÌÀ. äÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÜÔÏ ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.5: ÅÓÌÉ a_n − a^′_n → 0 É |b_n| ⩽ M ÐÒÉ ŒÓÅÈ n, ÔÏ |a_nb_n − a^′_nb_n| ⩽ M · |a_n − a^′_n|, É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÏ- ÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ; ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÕÌÑ É ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.6. ðÕÓÔØ {a_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ c ¿ 0 É N ∈ N, ÞÔÏ a_n ⩾ c ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ c ¡ 0 É N ∈ N, ÞÔÏ a_n ⩽ c ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ {a_n} ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÅ ” ¿ 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÎÏÍÅÒÏŒ n ∈ N ÉÍÅ- ÅÍ |a_n| ⩾ ”. ðÏÓËÏÌØËÕ {a_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ m; n ⩾ N ÉÍÅÅÍ |a_m − a_n| ¡ ”=2. ôÁË ËÁË, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ n ⩾ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |a_n| ⩾ ”, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ m ⩾ N ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ a_m ¿ ”=2, ÌÉÂÏ a_m ¡ −”=2. ôÁË ËÁË ÐÒÉ m; m^′ ⩾ N ÉÍÅ- ÅÍ |a_m − a_m′ | ¡ ”=2, ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ m ⩾ N. œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÐÏÌÁÇÁÅÍ c = ”=2, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÐÏÌÁÇÁÅÍ c = −”=2.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ {a_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÔÒÅ- ÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ c ¿ 0, ÞÔÏ |a_n| ¿ c ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ⩾ N ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ∈ N. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ b_n = 1=a_n ÐÒÉ n ⩾ N É b_n = 0 ÐÒÉ n ¡ N. éÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |b_m − b_n| =^{|am−an|}_{aman} ⩽^{|am−an |}_{c2} , ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ m; n ⩾ N, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {b_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ôÁË ËÁË lim_{n→∞} a_nb_n = 1, ÞÉÓÌÏ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÏÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {b_n}, ÏÂÒÁÔÎÏ Ë ÞÉÓÌÕ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÏÍÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔØÀ {a_n}. üÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕ- ÀÔ ÐÏÌÅ.

þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ {a_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÔÏ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6 ÌÉÂÏ a_n ¿ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÌÉÂÏ a_n ¡ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ,

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {a_n}, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, Á ŒÏ ŒÔÏ- ÒÏÍ | ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ. îÁÄÏ ÅÝÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ (ÏÐÑÔØ-ÔÁËÉ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.6), ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÓÄÅÌÁÊÔÅ ÜÔÏ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

• ŒÓÑËÏÅ ff ∈ R ÌÉÂÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÌÉÂÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉÞÅÍ ÔÒÉ ÜÔÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÉÍÙ.

• ff ∈ R ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ −ff ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÏ; • ÓÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ff ¿ fi ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ff − fi ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÏÂÙÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). ðÏ-ÕÞÅÎÏÍÕ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÎÁ R ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

äÁÌÅÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ |a| = max(a; −a) ) É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ŒÓÅ ÏÂÙÞÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ Ó ÍÏÄÕÌÑÍÉ. üÔÁ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

ëÏÌØ ÓËÏÒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÏÂÒÅÔÁÀÔ ÓÍÙÓÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ R É ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÙ ŒÓÅ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÐÒÅÄÅÌÏŒĄ (ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÐÒÅÄÅÌÏŒ É ÐÒ.), ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚ ÍÙ ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÅÖ- ÄÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÓÔÁÌÏ ÚÁËÏÎÎÙÍ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÍÁ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅ- ÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ff ∈ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n}_{n∈N} ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ lim_{n→∞} a_n = ff.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ff ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {a_n}. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ lim_{n→∞} a_n = ff (ÐÒÅÄÅÌ ÂÅÒÅÔÓÑ Œ R!).

ìÅÍÍÁ 3.8 (ĂÁËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁĄ). äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ff ∈ R ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ n ¿ ff; ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ” ∈ R ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ r ∈ Q, ÞÔÏ 0 ¡ r ¡ ”.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅ- ÄÕÅÔ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ff = 1=” É r = 1=n. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_m}, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÞÉÓÌÏ ff, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ŒŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅ- ÎÉÑ 3.5; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, a_m ¡ M ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ M ∈ Q É ŒÓÅÈ m. ðÕÓÔØ n | ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ n ¿ M + 1. ôÏÇÄÁ n − a_m ¿ 1 ÄÌÑ ŒÓÅÈ m, ÔÁË ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n − ff, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍÏÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ {n − a_m}, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒŒÉÄÕ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÍÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÇÏ r ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ |a_n −ff| ⩽ r ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ⩾ N. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n} ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ 3.1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ |a_m − a_n| ⩽ r ÐÒÉ m; n ⩾ N. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ŒÓÅÈ m; n ⩾ N ÉÍÅÅÍ |a_m − a_N | ⩽ r, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÏ, a_n − r ⩽ a_m ⩽ a_n + r. œŒÉÄÕ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ a_n − r ⩽ ff ⩽ a_n + r, Ô. Å. |a_n − ff| ⩽ r. ôÁË ËÁË ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ⩾ N, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÆÕÎÄÁ- ÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3.1 (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄ ” ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). ôÅÏÒÅÍÁ 3.9 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ). ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎ- ÔÁÌØÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÁÓÔØ ĂÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.4. äÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ ĂÔÏÇÄÁĄ.

ðÕÓÔØ {ff_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. œŒÉÄÕ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.7, ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ r_n ∈ Q, ÞÔÏ |ff_n − r_n| ¡ 1=n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {r_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ: ÉÍÅÅÍ

|r_m − r_n| ⩽ |ff_m − ff_n| + 1 m + 1 n ;

É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉ m; n ⩾ N ÉÍÅÅÍ |ff_m − ff_n| ¡ ”=3, Á ÔÁËÖÅ 1=m ¡ ”=3 É 1=n ¡ ”=3, ÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ m É n ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ |r_m − r_n| ¡ ”. ðÕÓÔØ ff | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ {r_n}; ÉÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3.7 (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÚ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ) ÑŒÓÔŒÕÅÔ, ÞÔÏ lim_{n→∞} r_n = ff. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {r_n} É {ff_n − r_n} ÏÂÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌ (ŒÔÏÒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÅ n-Ê ÞÌÅÎ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 1=n), ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÅÄÅÌÅ ÓÕÍÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÅÓÔØ É Õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {ff_n}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ | ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÅÓÔÏ Œ ÎÁÛÅÍ ËÕÒ- ÓÅ, ÇÄÅ ÍÙ ÎÁÐÒÑÍÕÀ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ËÌÁÓÓÏŒ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔŒÁÍÉ. îÁÒÑÄÕ Ó ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ëÏÛÉ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ĂÔÅÏÒÅÍÁ Ï ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉĄ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. ôÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ R ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ c ∈ R, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ: x ⩽ c ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X (ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂŒÅÒÈ- ÎÉÍÉ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X). ôÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ sup X.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ (ÉÎÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏ- ÓÔÉ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÐÒÏÓÔÏ ĂŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØĄ) ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÍ ÓŒÅÒÈÕĄ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ). œÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÉÍÅÅÔÓÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3.11 (Ï ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ). œÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÕ ÎÅÐÕ- ÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ⊂ R ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x_1 ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÑŒÌÑ- ÀÝÅÅÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X (ÔÁËÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒŒÉÄÕ ĂÁËÓÉ- ÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁĄ 3.8). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {x_n}, ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ X, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x_1 ÂÅÒÅÍ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ, Á x_{n+1} ÓÔÒÏÉÍ ÐÏ x_n ÔÁË: ÅÓÌÉ x_n + 1=2^n ÔÁËÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈ- ÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, ÔÏ ÐÏÌÁÇÁÅÍ x_{n+1} = x_n + 1=2^n, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÁÇÁÅÍ x_{n+1} = x_n. éÚ ÎÁÛÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ N ÞÉÓÌÏ x_n + 1=2^{n−1} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÄÌÑ X.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ 0 ⩽ x_{n+1} − x_n ⩽ 1=2^n, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ m ¿ n ÉÍÅÅÍ

0 ⩽ x_m − x_n ⩽ 1 2^n

+ : : : + 1 2^{m−1} = 1 2^{n−1} − 1 2^{m−2} ⩽ 1 2^{n−1} ;

ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ëÏÛÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ x). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x | ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X.

1) x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÄÌÑ X. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, y ∈ X É y ¿ x. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ x + 1=2^{n−1} ¡ y; ÉÍÅÅÍ x_n + 1=2^{n−1} ⩽ x + 1=2^{n−1} ¡ y, Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ x_n + 1=2^{n−1} | ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÄÌÑ X.

2) x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÄÌÑ X. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏ- ÔÉŒ, y ¡ x É y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÄÌÑ x. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ x_n ⩾ y; ÐÏÓËÏÌØËÕ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÄÌÑ X, Á x_n | ÎÅÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ôÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ X ⊂ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ c, ÞÔÏ c ⩽ x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ X. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.11 ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ) ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ. ôÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ inf X.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÄŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ:

1) œÓÑËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

2) ðÒÉÎÃÉÐ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ: ÅÓÌÉ

[a_1; b_1] ⊃ [a_2; b_2] ⊃ : : : ⊃ [a_n; b_n] ⊃ : : :

| ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ R, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ŒÓÅÍ ÜÔÉÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ.

(õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÅ ÞÌÅÎÏŒ; ŒÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÉÈ ÌÅŒÙÈ ËÏÎÃÏŒ.)