ìÅËÃÉÑ 5. óŒÑÚÎÏÓÔØ; ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

üÔÁ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄŒÕÍ ÓÌÁÂÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÍ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÅÍÁÍ ÉÚ ĂÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉĄ (ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, Ó ËÏÎËÒÅÔÎÙÍÉ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉ- ÑÍÉ).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒÅÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏ- ŒÉÊ:

1) X ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

2) X ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ- ÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ.

3) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ É ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ŒÓÅÇÏ X ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ M ⊂ X, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ.

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓŒÑÚÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÒÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ. ðÒÉŒÅÄÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÉÍÅÒ 5.2. ðÕÓÔØ M ⊂ R | ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÑ- ÚÁÎÏ ÂÙÔØ ĂŒÙÐÕËÌÙÍĄ: ÅÓÌÉ a; b ∈ M É a ¡ b, ÔÏ [a; b] ⊂ M.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a ¡ z ¡ b É z =∈ M, ÔÏ ÉÍÅÅÍ

M = (M ∩ (−∞; z)) ∪ (M ∩ (z; ∞));

ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ M ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ðÒÉŒÅÓÔÉ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÓŒÑÚÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅÍÎÏÇÉÍ ÔÒÕÄÎÅÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.3. œÓÑËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R ÓŒÑÚÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÌÉÞ- ÎÏÅ ÏÔ [a; b] ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÏÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔËÒÙ- ÔÏÅ É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ [a; b]; ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,

ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M ∋ a (Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÎÉÍ M ÎÁ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M = [a; b] | ÜÔÏ É ÄÁÓÔ ÖÅÌÁÅÍÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÅ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ X = { x ∈ (a; b] | [a; x] ⊂ M }. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M ÏÔËÒÙÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ a, ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ŒÉ- ÄÁ [a; a+”) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0, ÔÁË ÞÔÏ X ≠ ∅. ðÕÓÔØ ¸ = sup X; ÐÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ¸ ∈ X. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÓÐÅÃÉÆÉËÉ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ X) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ x_n ∈ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ¸ = lim_{n→∞} x_n. ðÏÓËÏÌØËÕ [a; x_n] ⊂ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÉÍÅÅÍ [a; ¸) ⊂ ⋃ n[a; x_n] ⊂ M. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ¸ ∈ M, ÔÁË ËÁË M ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, [a; ¸] ⊂ M É ¸ ∈ X. ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ¸ = b. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ¸ ¡ b, ÔÏ, ŒŒÉÄÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ” ¿ 0, ÞÔÏ [¸ − ”; ¸ + ”] ⊂ M. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, [a; ¸ + ”] = [a; ¸] ∪ [¸ − ”; ¸ + ”] ⊂ M É ¸ + ” ∈ X, Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ¸ = sup X. úÎÁÞÉÔ, ¸ = b É M = [a; b] | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ, ÎÏ ŒÁÖÎÙÈ ÏÂÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÓŒÑÚ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÉÞÅÍ X ÓŒÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ f(X) ⊂ Y ÔÁË- ÖÅ ÓŒÑÚÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, f(X) ÎÅÓŒÑÚÎÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1; U_2 ⊂ X, ÞÔÏ X ⊂ U_1 ∪ U_2, U_1 ∩ U_2 ∩ X = ∅, É ÏÂÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ X ∩ U_1 É X ∩ U_2 ÎÅÐÕÓÔÙ. ïÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ X ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ f^{−1}(U_1) É f^{−1}(U_2) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÓŒÑÚÎÏ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ⊂ X, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x É y. ôÏÇÄÁ X ÓŒÑÚÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉŒÎÏÅ. ôÏÇÄÁ X = U_1 ∪ U_2, ÇÄÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_1 É U_2 ÎÅÐÕÓÔÙ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. œÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÉ x ∈ U_1 É y ∈ U_2, É ÐÕÓÔØ I ⊂ X | ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ôÏÇÄÁ I = (I ∩U_1)∪(I ∩U_2), ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔÙ Œ I Œ ÉÎÄÕÃÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÎÅÐÕÓÔÙ (ÏÄÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, ÄÒÕÇÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y). úÎÁÞÉÔ, I ÎÅÓŒÑÚÎÏ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

óÏÐÏÓÔÁŒÌÑÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.4 É 5.5, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ Œ R (ÔÁËÏÊ, ËÁË (a; b], (−∞; a), É Ô. Ä., Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÁÍÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ.

ïÂÏÂÝÁÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.6. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÄŒÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔ- ÒÅÚÏË [a; b] ⊂ R É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : [a; b] → R, ÞÔÏ f(a) = x É f(b) = y.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.4 É 5.5 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓŒÑÚÎÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n, ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ Œ R^n, É ŒÏÏÂÝÅ ÌÀÂÏÅ ŒÙÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^n. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÙÍÉ (ÕÖÅ ÓÒÅÄÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R^2).

óŒÑÚÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÁÔØ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ÓŒÑÚÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ [a; b], ÐÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌÏÍ (a; b] ÉÌÉ [a; b) ÉÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (a; b), ÇÄÅ a; b ∈ R ∪ {±∞}. (ðÒÉ ÓÉÍŒÏÌÁÈ ∞ É −∞ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÎÅ ÓÔÁ- ŒÑÔÓÑ; ÓÌÕÞÁÊ a = b ÎÅ ÉÓËÌÀÞÅÎ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. íÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÙÍ; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ Œ R ÎÅÔ.

òÁÚÂÅÒÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ a = inf M, b = sup M. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (a; b) ⊂ M. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ a ¡ c ¡ b, ÔÏ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÅÊ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ u É v, ÞÔÏ a ¡ u ¡ c ¡ v ¡ b É ÐÒÉ ÜÔÏÍ u; v ∈ M; ÐÒÉÍÅÒ 5.2 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ [u; v] ⊂ M É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, c ∈ M.

éÔÁË, (a; b) ⊂ M, ÎÉËÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ a ÉÌÉ ÂÏÌØÛÉÅ‘b, ŒÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ, É ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ŒÈÏÄÑÔ ÌÉ Œ M ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ a É b | ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÁÒÉÁÎÔÙ (a; b), [a; b), (a; b] É [a; b].

óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ M ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÓŒÅÒÈÕ É/ÉÌÉ ÓÎÉÚÕ, ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁ- ÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

îÅÌÉÛÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÉ Ï ËÁËÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ Œ R^n ÐÒÉ n ¿ 1 ÒÅÞÉ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÂÝÉÈ ÆÁËÔÏŒ Ë ËÏÎËÒÅÔ- ÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.8. ðÕÓÔØ f | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚ- ËÅ [a; b] Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f([a; b]) ⊂ R ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÍÅÖÄÕ f(a) É f(b).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.8 É 4.7 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ f([a; b]) ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, Á ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ; ÏÄÎÁËÏ ŒÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ Œ R É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÏÍ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÔÅÍÅ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ | ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ 3.1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.9. ðÕÓÔØ (X; æ) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÞÅË x_n ∈ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ m; n ¿ N ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ æ(x_m; x_n) ¡ ”.

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÌÅËÃÉÉ 3, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÔÏ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.10. íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÙÍ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÅÒŒÁÌ (0; 1) (Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó R) ÎÅÐÏÌÏÎ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_n = 1=n ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ (ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ R ⊃ (0; 1) ), ÎÏ ÐÒÅÄÅÌÁ Œ (0; 1) ÎÅ ÉÍÅÅÔ. éÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ R, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÐÏÌÎÏ; ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÏ É R^n (Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ L^p-ÍÅÔÒÉË).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.11. ðÕÓÔØ X | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Y ⊂ X ÐÏÌÎÏ (Œ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ) Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ Y ÚÁÍËÎÕÔÏ É {y_n} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ Y , ÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ X ŒŒÉÄÕ ÐÏÌÎÏÔÙ X, É y ∈ Y ŒŒÉÄÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ Y .

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ Y ÐÏÌÎÏ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÞÅË {y_n} ÓÈÏ- ÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ y ∈ X, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {y_n} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒŒÉÄÕ ÐÏÌÎÏÔÙ Y , ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÅÊ Œ Y . œŒÉ- ÄÕ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÉÍÅÅÍ y ∈ Y .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.12. ðÕÓÔØ X | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. åÇÏ ÐÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ (X; i), Œ ËÏÔÏÒÏÊ X | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, i: X → X | ŒÌÏÖÅÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, É ÚÁ- ÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ i(X) ⊂ X ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ X.

þÁÓÔÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅ ÐÁÒÕ (X; i), Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i ÏÂÙÞÎÏ ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.

ïÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ:

ôÅÏÒÅÍÁ 5.13. õ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (X; æ) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ (X_1; i_1) É (X_2; i_2) | ÄŒÁ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (X; æ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ŒÚÁÉÍÎÏ- ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ’: X_1 → X_2, ÞÔÏ ’ ∘ i_1 = i_2.

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÌÕÖÉÔØ ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X É ŒÌÏÖÅÎÉÑ Œ ÎÅÇÏ ÅÇÏ ĂÐÌÏÔ- ÎÏÇÏĄ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏÍ). îÁÐÒÉÍÅÒ, R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Q.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.13 ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÌÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ X ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ, ÇÄÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_n} É {y_n} ÎÁÚÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ lim_{n→∞} æ(x_n; y_n) = 0 (ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÌÅË- ÃÉÉ 3).

ìÅÍÍÁ 5.14. åÓÌÉ {x_n} É {y_n} | ÄŒÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅ- ÄÅÌ lim_{n→∞} æ(x_n; y_n).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ËÒÉÔÅÒÉÑ ëÏÛÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æ(x_n; y_n) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË a, b, c É d Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÍÅÅÍ æ(a; d) ⩽ æ(a; b) + æ(b; c) + æ(c; d) (ĂÓÔÏÒÏÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎĄ), ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|æ(x_m; y_m) − æ(x_n; y_n)| ⩽ æ(x_m; x_n) + æ(y_m; y_n);

Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ m; n → ∞, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔØ.

éÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÌÅÍÍÕ 5.14, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÍÉ X, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ {x_n} É {y_n}, ËÁË lim æ(x_n; y_n); ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑ Œ ËÌÁÓÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

óÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅ i: X → X ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÌÅËÃÉÉ 3, ÓÏÐÏÓÔÁŒÉŒ ÔÏÞËÅ x ∈ X ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_n}, Œ ËÏÔÏÒÏÊ x_n = x ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ N. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.7, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ X ÐÌÏÔÎÏ Œ X, É ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ 3.7, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ X ÐÏÌÎÏ (ÚÁËÌÀÞÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ lim_{n→∞} r_n = ff É lim_{n→∞} æ(ff_n; r_n) = 0, ÔÏ lim_{n→∞} ff_n = ff, ÞÔÏ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.13 ÐÒÏ- ÄÅÌÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÕËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ff ∈ X_1 É ff = lim i_1(x_n), ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ Œ(ff) = lim i_2(x_n).)

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.15. œÓÑËÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ X | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; ŒÌÏÖÉÍ ÅÇÏ Œ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ X. ôÏÇÄÁ X ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ X ŒŒÉÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏ- ÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ X, ÂÕÄÕÞÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ X, ÏÂÑÚÁÎÏ Ó X ÓÏŒÐÁÄÁÔØ. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, X = X ÐÏÌÎÏ.