ìÅËÃÉÑ 6. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ

îÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅËÃÉÉ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÌÉ ÓŒÑÚÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒÅÍ ŒÁÖÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ R É ÐÒÏÞÉÈ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.1. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÑÚÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ ÂÕÄÅÔ ŒÓÑËÏÅ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÙÍ, ÎÏ ÎÅÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ, ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó R): Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.7).

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÉÇÒÁÀÝÅÇÏ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ŒÏÐÒÏÓÁÈ ÎÅÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÇÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÒÁÚ É ÎÁŒÓÅÇÄÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p.

ðÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p-ÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ (ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ p − 1). äÁŒÁÊÔÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍ ÜÔÉÍ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.2. ãÅÌÙÍ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_0; a_1; : : :}, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ a_i | p-ÉÞÎÙÅ ÃÉÆÒÙ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z_p.

âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÉÆÒ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÍÉ Œ ŒÉÄÅ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÌÅŒÏĄ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: a_0, ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÎÅÇÏ | a_1, ÅÝÅ ÌÅŒÅÅ | a_2, É Ô. Ä. ôÏ- ÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÔÏÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÃÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, Á ÚÁÔÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÓÌÅŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ĂÈŒÏÓÔÏÍĄ ÉÚ ÎÕÌÅÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ŒÌÏÖÅÎÉÅ N Œ Z_p. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 39 ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ Z_5 ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË: : : : 000124.

îÁÄ ÃÅÌÙÍÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÙŒÁÔØ ÔÅ ÖÅ ÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÞÔÏ É ÎÁÄ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.3. óÕÍÍÏÊ (ÓÏÏÔŒ. ÒÁÚÎÏÓÔØÀ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ) ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ (a_0; a_1; : : :) É (b_0; b_1; : : :) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ

ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÓÏÏÔŒ. ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) ĂŒ ÓÔÏÌÂÉËĄ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏ ÐÏÄ ÄÒÕÇÉÍ (b_0 ÐÏÄ a_0, b_1 ÐÏÄ a_1, É Ô. Ä.).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒŒÉÄÕ ĂÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ŒÌÅŒÏĄ ÎÁÛÉÈ p-ÉÞÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ĂÚÁÎÑÔØ ÅÄÉ- ÎÉÃÕĄ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÒÑÄÅ; ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÃÉÆÒÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÊ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏÓÔØ, ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ. . . ), ÞÔÏ É Õ ÏÂÙÞÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É a ∈ Z_p, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (a)_m ∈ Z ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍÏÅ Œ p-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Œ ŒÉÄÅ a_{m−1} : : :a_1a_0 (Ô. Å. ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ m ÍÌÁÄÛÉÍÉ ÒÁÚÒÑÄÁÍÉ). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÎÁÄ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏŒ Õ (a ± b)_m É (ab)_m ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË m ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏŒ Õ (a)_m ± (b)_m É (a)_m(b)_m ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, (a + b)c = ac + bc, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ m Õ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ m ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÙÞÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏ). ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ÜÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÒÁÔÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÃÅÌÙÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÌØÃÏ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ŒËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ Z_p, Á ÃÅÌÙÅ p- ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÔÁÔØ, ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (Ô. Å. ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ) ÔÁËÖÅ ŒËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ Z_p ËÁË ÐÏÄËÏÌØÃÏ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ −1 ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ Z_5 ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ : : : 4444.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ p ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÀ ÎÕÌÑ ÓÐÒÁŒÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÃÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ĂÐÏÓÌÅÄÎÑÑĄ (Ô. Å. ËÒÁÊÎÑÑ ÐÒÁŒÁÑ) ÃÉÆÒÁ ÅÓÔØ ÎÕÌØ.

ôÅÐÅÒØ ŒŒÅÄÅÍ ÎÁ Z_p ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.4. åÓÌÉ a ∈ Z_p ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÅÇÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ p^{−n}, ÇÄÅ n | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^n. p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÞÉÓÌÁ a ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |a|_p. åÓÌÉ a = 0, ÐÏÌÁÇÁÀÔ |a|_p = 0.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6.5. p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ a; b ∈ Z_p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ |a − b|_p.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ Z_p, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ, ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÓÌÏŒÉÑ (1)

É (2) ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1.6 ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØÀ; ÐÏÓËÏÌØËÕ |x − z|_p = |(x − y) + (y − z)|_p, ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |a + b|_p ⩽ |a|_p + |b|_p. œÅÒÎÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.6. äÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ Z_p ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|a + b|_p ⩽ max(|a|_p; |b|_p): (6.1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ a ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ s ÎÕÌÅÊ, Á ÞÉÓÌÏ b | ÎÁ t ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ a + b ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ min(s; t) ÎÕÌÅÊ, ÔÁË ÞÔÏ |a + b|_p ⩽ p^{− min(s;t)}.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (6.1) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÞÉÓÌÏ ÔÅÍ ĂÍÅÎØÛÅĄ (ÂÌÉÖÅ Ë ÎÕÌÀ), ÞÅÍ ÎÁ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ p ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, lim_{n→∞} p^n = 0.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ Œ Z_p ÍÏÇÕÔ ÐÒÉ- ÎÉÍÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p^{−n}, ÇÄÅ n | ÃÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ Œ ÜÔÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÔØ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉ- ÕÓÁ p^{−n}. äÁÌÅÅ, ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ a É ÒÁÄÉÕÓÏÍ p^{−n} ÅÓÔØ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ n ÍÌÁÄÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏŒ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ ÞÉÓÌÁ a, Ô. Å ĂËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p^nĄ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ b ∈ Z_p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ b − a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÑËÉÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ Z_p ÎÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ- ŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.7. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z_p ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ôÁË ËÁË Z_p | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑ- ÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ {x_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ Z_p. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÌÁÄÛÉÊ ÒÁÚÒÑÄ ÞÉÓÅÌ x_n ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÚ p-ÉÞÎÙÈ ÃÉÆÒ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ a_0) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍ ÒÁÚÒÑÄÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ y_0 ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, É ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ, ÍÌÁÄÛÉÊ ÒÁÚÒÑÄ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ a_0. äÁÌÅÅ, ÓÒÅÄÉ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÞÌÅ- ÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÔÏÒÁÑ ÓÐÒÁŒÁ ÃÉÆÒÁ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ a_1); ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ y_1 ËÁËÏÊ- ÎÉÂÕÄØ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ É ÉÄÕÝÉÊ

ÐÏÚÄÎÅÅ, ÞÅÍ y_0, É ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÔÅ ÞÌÅÎÙ, Õ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ŒÔÏÒÁÑ ÓÐÒÁŒÁ ÃÉÆÒÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ a_1. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y_0; y_1; : : : É p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ a = : : : a_2a_1a_0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ |y_n − a|_p ⩽ p^{−n−1}, ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} y_n = a.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Z_p ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ (ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 5.15). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ Z_p ŒÅÒÅÎ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ËÒÉ- ÔÅÒÉÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÞÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n} Œ Z_p ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim_{n→∞}(x_{n+1} − x_n) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. þÁÓÔØ ĂÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁĄ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ lim_{n→∞} x_n = x, ÔÏ É lim_{n→∞} x_{n+1} = x, ÏÔËÕÄÁ lim_{n→∞}(x_{n+1} − x_n) = 0.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÞÁÓÔÉ ĂÔÏÇÄÁĄ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Z_p ÐÏÌÎÏ ŒŒÉÄÕ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 5.15, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {x_n}, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÕÌØÔÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ (6.1), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ

|x_m − x_n|_p = |(x_m − x_{m−1}) + (x_{m−1} − x_{m−2}) + : : : + (x_{n+1} − x_n)|_p ⩽ ⩽ max(|x_m − x_{m−1}|_p; : : :; |x_{n+1} − x_n|_p);

ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ m; n → ∞.

äÌÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.8, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.9. úÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z⊂ Z_p ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÍ Z_p.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ x ∈ Z_p; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x_n ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞØÑ p- ÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó n ĂÐÏÓÌÅÄÎÉÍÉĄ (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, n ÐÅÒŒÙÍÉ, ÓÞÉÔÁÑ ÓÐÒÁŒÁ) ÃÉÆÒÁÍÉ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ x. ôÏÇÄÁ x − x_n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p^n, ÔÏ ÅÓÔØ |x − x_n|_p ⩽ p^{−n}, ÏÔËÕÄÁ lim_{n→∞} x_n = x.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Z_p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉ- ÅÍ ZÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ Z_p ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a ≠ b | ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Z_p, ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U; V ⊂ Z_p, ÞÔÏ U ∋ a, V ∋ b É U ∩ V = ∅. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÌÁÄÛÉÅ n ÒÁÚ- ÒÑÄÏŒ Õ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a ÎÅ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ËÁË Õ b, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÅÔÏŒ ÞÉÓÌÁ a ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p^n, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ V | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏŒ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p^n ŒÓÅÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ U.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ Z_p ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÐÅÒ- ŒÕÀ ÓÐÒÁŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ÃÉÆÒÕ Œ ÄŒÕÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ; ÜÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÍÅÓÔÏ, ÇÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÞÉÓÌÁ p). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ Z_p Ë ÅÇÏ ÐÏÌÀ ÞÁÓÔÎÙÈ (Ô. Å. ÄÏÂÁŒÉÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ^2 ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ m=n, ÇÄÅ m; n ∈ Z_p É n ≠ 0; ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ m=n É m^′=n^′ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ mn^′ = nm^′); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÌÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅ- ÍÏÅ Q_p. óÌÏÖÅÎÉÅ, ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÄÅÌÅÎÉÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÏÂÙÞÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÄÅÊÓÔŒÉÊ Ó ÄÒÏÂÑÍÉ. ðÏÌÅ Q_p ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ Q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ a ∈ Q ÐÏÌÁÇÁÀÔ |a|_p = p^{−n}, ÅÓÌÉ a ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ p^n(s=t), ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ s É t ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÍÉ É ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ Ó p; ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ a É b ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÞÉ- ÓÌÏ |a − b|_p).

2îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ m=p^k , ÇÄÅ k ∈ N: ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ), ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ∈ Zp, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ p, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n1 ∈ Zp, ÞÔÏ nn1 = 1.