ìÅËÃÉÑ 8. ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ

ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : (a; b) → R Œ ÔÏÞËÅ x ∈ (a; b) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{h→0} f(x + h) − f(x) h (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ). ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ f^′(x), Á ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ Œ ÔÏÞËÅ x, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ

R(x) = f(x + h) − f(x) − ch

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ lim_{h→0}(R(h)=|h|) = 0. éÚ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ x, ÔÏ ÏÎÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ Œ ÔÏÞËÅ x.

œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÏÌØÎÏÅ) ÓÏ- ËÒÁÝÅÎÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ h, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë |h| ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ h → 0, ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÔÓÑ o(h). (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {a_n}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ lim_{n→∞} a_n=n^2 = 0, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a_n = o(n^2).)ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ Œ ŒÉÄÅ

f(x + h) = f(x) + ch + o(h) ÐÒÉ h → 0.

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ËÁË ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ Ó o(h).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.1 (ôÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ). ðÕÓÔØ f : (a; b) → R | ÄÉÆÆÅ- ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÐÕÓÔØ x ∈ (a; b) | ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅ- ÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f. ôÏÇÄÁ f^′(x) = 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f^′(x) = c ≠ 0, ÔÏ Œ ÔÏÞ- ËÅ x ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ R(x) = f(x + h) − f(x) − ch; ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÐÒÉ |h| < " ÉÍÅÅÍ |R(h)| ⩽ |c| · |h|=2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ |h| < " ÚÎÁË ÒÁÚÎÏ- ÓÔÉ f(x + h) − f(h) ÔÁËÏÊ ÖÅ, ËÁË Õ ÞÉÓÌÁ ch, ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ c > 0 ÉÍÅÅÍ f(x + h) > f(x), ÅÓÌÉ 0 < h < " É f(x + h) < f(x), ÅÓÌÉ −" < h < 0. úÎÁÞÉÔ, x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÏÍ.

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ (ŒËÕÐÅ Ó ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÐÒÉÍÅ- ÎÅÎÎÙÍÉ ÎÁÍÉ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ É ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ)

ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÁ, ÑŒÄÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ; ÎÉÖÅ ÍÙ ÎÁÍÅÔÉÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÉÚ ÛËÏÌÙ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.2. 1) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → R ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ f^′(c) = 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ c ∈ (a; b).

2) ðÕÓÔØ f : (a; b) → R É g : (a; b) → R | ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÔÏÞËÅ c, É ÐÕÓÔØ –; — ∈ R. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ –f + —g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ c É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ –f^′(c) + —g^′(c).

3) ðÕÓÔØ f : (a; b) → R É g : (a; b) → R | ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÔÏÞËÅ c. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ fg ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ Ó É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ f^′(c)g(c) + f(c)g^′(c).

4) ðÕÓÔØ f : (a; b) → R É g : (a; b) → R | ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ Œ ÔÏÞËÅ c, É ÐÕÓÔØ g(c) ≠ 0. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f=g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ Ó É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÒÁŒÎÁ (f^′(c)g(c) − f(c)g^′(c))=(g(c)^2).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.3. ðÕÓÔØ g : (a; b) → (c; d) ⊂ R É f : (c; d) → R | ÄŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÉÞÅÍ g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ p ∈ (a; b), Á f ÄÉÆÆÅÒÅÎ- ÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ g(p) ∈ (c; d). ôÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f ∘ g : (a; b) → R, ÄÅÊ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ (f ∘ f)(x) = f(g(x)), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ Œ ÔÏÞËÅ p, É ÅÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ p ÒÁŒÎÁ f^′(g(p)) · g^′(p).

œÙ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÖÅÔÅ ÜÔÉ ÆÁËÔÙ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ (ÄÌÑ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 8.3 ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ Ó o(|h|)).

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÍÅÓÔÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 8.4. ðÕÓÔØ (a; b) | ÏÔËÒÙÔÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÓÉ É r > 0 | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r, ÅÓÌÉ ÏÎÁ r ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) É ÅÅ r-Ñ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ËÌÁÓÓÁ C^0). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^r ÄÌÑ ŒÓÅÈ r ⩾ 0, ÔÏ ÂÕ- ÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C^∞ (ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ).

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ r-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f Œ ÔÏÞËÅ x ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÔÓÑ f^{(r)}(x).

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ | ĂÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄ- ÎÅÍĄ | ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ËÒÉŒÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

Á) Â)

òÉÓ. 8.3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ É ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (a; b) Œ R^2 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÊ ËÒÉŒÏÊ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ `: t → (’(t); (t)); ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ’^′(t) É ^′(t) ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ (ÉÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ĂŒÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉĄ (’^′(t); ^′(t)) ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÂÒÁ- ÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ), ÔÏ ` (ÉÌÉ `(a; b)) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ ÉÍÍÅÒÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÒÉŒÏÊ. õÓÌÏŒÉÅ ÎÅÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ ŒÅËÔÏÒÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ Õ ËÒÉŒÏÊ ÎÅÔ ĂÉÚÌÏÍÏŒĄ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.5 (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ). ðÕÓÔØ `: t → (’(t); (t)) | ÔÁ- ËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] Œ R^2, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ’ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ ÎÁ (a; b), ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (a; b) ÉÍÅÅÍ `^′(t) = (’^′(t); ^′(t)) ≠ (0; 0). ðÏÌÏÖÉÍ `(a) = A, `(b) = B, É ÐÕÓÔØ A ≠ B ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t ∈ (a; b) ŒÅËÔÏÒ `^′(t) ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÎ ÐÒÑ- ÍÏÊ AB.

(óÍ. ÒÉÓ. 8.3Á.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ t ∈ [a; b], ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ `(t) ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ AB ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ t, ÒÁŒÎÏÍ a ÉÌ b, ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÞÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÍÁËÓÉÍÕÍ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ t ∈ (a; b)). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ t | ÉÓËÏÍÏÅ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ŒÅËÔÏÒ Œ ÔÏÞËÅ t (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ v = (’^′(t); ^′(t))) ÏÂÒÁÚÕÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ AB ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÕÇÏÌ „. éÍÅÅÍ `(t+h) = `(t)+hv+o(h). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ d ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ AB) ÉÍÅÅÍ

d(`(t + h)) = d(`(t)) + h|v| sin „ + O(|h|)

(ÓÍ. ÒÉÓ. 8.3Â), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ h ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÚÎÁËÁ ÉÍÅÅÍ d(`(t + h)) > d(`(t)) | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ∈ (a; b), ÞÔÏ f(b) = f(a) + f^′()(b − a).

(ðÏÌÏÖÉÔÅ ’(t) = t, (t) = f(t).)

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.7 (ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ). ðÕÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : [a; b] → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b). åÓÌÉ f(a) = f(b), ÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ∈ (a; b), ÞÔÏ f^′() = 0.

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ/ÕÂÙŒÁÎÉÑ (ĂÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. . . Ą) É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÆÁËÔ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ | ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ. îÁÞÎÅÍ Ó ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÏË.

ðÕÓÔØ f : R → R | ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÁÑĄ ÆÕÎËÃÉÑ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÎÅÅ ÅÓÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ, ÓËÏÌØËÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ). ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ĂÒÁÚÌÏÖÉÔØ f Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄĄ | ÎÁÊÔÉ ÄÌÑ ÎÅÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ŒÉÄÁ

f(x) = a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · + a_nx^n + · · · : (8.1)

óÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, É ÐÏÎÉÍÁÔØ ÜÔÕ ÚÁÐÉÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁË:

f(x) = lim_{n→∞}(a_0 + a_1x + a_2x^2 + · · · + a_nx^n):

ðÒÁŒÄÁ, ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ (ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ!), ÎÏ ÍÙ ÜÔÏ ÐÒÏÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ É ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÎÁÊÔÉ a_0: ÐÏÌÁÇÁÑ x = 0 Œ (8.1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ a_0 = f(0). þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ a_1, ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (8.1):

f^′(x) = a_1 + 2a_2x + 3a_2x^2 + · · · (8.2)

(ôÁËÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÒÑÄÁ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÚÁËÏÎÎÏ, ÎÏ ÍÙ É ÎÁ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ.) ðÏÌÁÇÁÑ ÔÅÐÅÒØ x = 0 Œ (8.2), ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ a_1 = f^′(0). áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ É ÐÒÏÞÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ: ÐÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁŒ ÒÑÄ (8.1) n ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

f^{(n)}(x) = n!a_n + c_{n+1}x^{n+1} + c_{n+2}x^{n+2} + · · · ;

É ÐÏÌÁÇÁÑ Œ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ x = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ a_n = f^{(n)}(0)=n!.

éÔÁË, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÓÁÍÏÇ«Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ŒÓÅÇÄÁ ÄÁÀÔ ÅÓÌÉ ÎÅ ÒÑÄ, ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 8.8. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f : (A; B) → R ÑŒÌÑÅÔÓÑ n + 1 ÒÁÚ ÄÉÆ- ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ a; x ∈ (A; B) ÉÍÅÅÍ

f(x) = f(a) + f^′(a)(x − a) + f^{′′}(a) 2 (x − a)^2 + · · · + f^{(n)}(a) n! (x − a)^n + + f^{(n+1)}() (n + 1)!

(x − a)^{n+1}; (8.3) ÇÄÅ ∈ R | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ ÍÅÖÄÕ a É x.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 8.9. ðÕÓÔØ f : (A; B) → R | ÆÕÎËÃÉÑ ËÌÁÓÓÁ C^{n+1}, É ÐÕÓÔØ a ∈ (A; B). ôÏÇÄÁ

f(x) = f(a) + f^′(a)(x − a) + f^{′′}(a) 2 (x − a)^2 + : : : + f^{(n)}(a) n! (x − a)^n + o(|x − a|^n) ÐÒÉ x → a.

(8.4)

úÁÐÉÓØ Ó o(|x − a|^n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ËÁË ŒÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ R(x) ÒÁÚÎÏÓÔØ f(x) − ( f(a) + f^′(a)(x − a) + · · · +^{f (n)(a)}_{n!} (x − a)^n ) , ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

lim_{x→a} R(x)=|x − a|^n = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.8. ðÏÓËÏÌØËÕ (n + 1)-Ñ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÙÞÅÓÔØ ÉÚ ÎÅÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅ- ÎÉ n, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ f(x) ÎÁ R(x) É ÓÞÉÔÁÔØ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÞÔÏ f(a) = f^′(a) = : : : = f^{(n)}(a) = 0; ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ, ÞÔÏ f(x) = f^{(n+1)}()=(x − a)^{n+1} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ∈ (a; x). ôÅÐÅÒØ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x > a (ÐÒÉ x < a ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ), ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 8.5 (Ï ÓÒÅÄÎÅÍ) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ b = x, ’(x) = (x−a)^{n+1}, (x) = f(x). éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ _1 ∈ (a; x) ÉÍÅÅÍ ^′()=’^′() =^{(b)−(a)}_{’(b)−’(a)} , Ô. Å.

f^′(_1) (n + 1)(_1 − a)^n = f(x) (x − a)^{n+1} :

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÔÕ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÐÏÌÏÖÉŒ b = _2, ’(x) = (x − a)^n=n!, (x) = f^′(x); ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ _2 ∈ (a; _1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ f^{′′}(_2) n(n + 1)(_2 − a)^{n−1} = f^′(_1) (n + 1)(_1 − a)^n = f(x) (x − a)^{n+1} : ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ; ËÏÇÄÁ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ (n + 1)-Ê ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÏÊ, ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ _{n+1} ∈ (a; _n) ⊂ (a; x) ÉÍÅÅÍ f^{(n+1)}(_{n+1})=(n + 1)! = f(x)=(x − a)^{n+1}. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ = _n.

æÏÒÍÕÌÁ (8.3) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ. ðÒÉ n = 0 ÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

æÏÒÍÕÌÁ (8.4) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÆÏÒÍÅ ðÅÁÎÏ. äÌÑ ÅÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ f ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÁÌÁ Ë ËÌÁÓÓÕ C^r.