ìÅËÃÉÑ 9. òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ; ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ

ðÕÓÔØ {f_n}_{n∈N} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓËÁÖÅÍ, Ó ŒÅÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ) ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ lim_{n→∞} f_n(x). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ f(x), ÔÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → R; ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ {f_n} ÐÏÔÏÞÅÞÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f:

f(x) = lim_{n→∞} f_n(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X. (9.1)

òÁÓÛÉÆÒÏŒÙŒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (9.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N ÉÍÅÅÍ |f_n(x) − f(x)| ¡ ”. ðÒÉ ÜÔÏÍ N ÍÏÖÅÔ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ”) ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ x: ÅÓÌÉ X = [0; 1] É ÆÕÎËÃÉÑ f_n ÉÍÅÅÔ ÇÒÁÆÉË ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 9.4, ÔÏ f(x) ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÐÒÉ x ≠ 0 É ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÒÉ x = 0 É, ÓËÁÖÅÍ, ÐÒÉ ” = 0;1 ÎÅ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ N, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÂÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ [0; 1]. óÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÜÔÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ N ÏÔ x ÍÏÖÎÏ ÕÊÔÉ:

òÉÓ. 9.4. y = f_n(x)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Y | ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f_n : X → Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ (ÉÎÏÇÄÁ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔ ÄÌÑ ÑÓÎÏÓÔÉ: ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÎÁ X) Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ N ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N ÉÍÅÅÍ æ(f_n(x); f(x)) ¡ ”.

éÚ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÊ {f_n} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É

ÐÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÉÍÅÅÍ lim_{n→∞} f_n(x) = f(x). ïÂÒÁÔÎÏÅ, ËÁË ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÉÄÅÌÉ, ÎÅŒÅÒÎÏ.

íÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÒÙŒÙ. ó ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÊ- ÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÜÔÁ ÐÁÔÏÌÏÇÉÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.2. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, Y | ÍÅ- ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ {f_n}_{n∈N} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ X Œ Y , ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ f : X → Y . åÓÌÉ ŒÓÅ f_n : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ, ÔÏ É ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X → Y ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ lim_{n→∞} f_n(x) = f(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X | ÜÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÚÁÄÁÄÉÍÓÑ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÉÓÌÏÍ ” ¿ 0, É ÐÕÓÔØ x ∈ X. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ æ(f(x); f(y)) ¡ ” ÄÌÑ ŒÓÅÈ y, ĂÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÂÌÉÚËÉÈĄ Ë x (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ U ∋ x). þÔÏÂÙ ÏÃÅÎÉÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ f(x) É f(y), ÍÙ ÄÏÂÅ- ÒÅÍÓÑ ÏÔ f(x) ÄÏ f(y) ÚÁ ÔÒÉ ÛÁÇÁ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Œ ÓÉÌÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ¿ N É ÐÒÉ ŒÓÅÈ z ∈ X ÉÍÅÅÍ æ(f(z); f_n(z)) ¡ ”=3. äÁÌÅÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ n ¿ N. œŒÉÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ∋ x, ÞÔÏ æ(f_n(x); f_n(y)) ¡ ”=3 ÐÒÉ ŒÓÅÈ y ∈ U. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ U ÉÍÅÅÍ æ(f(x); f(y)) ¡ ”. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ:

æ(f(x); f(y)) ⩽ æ(f(x); f_n(x)) + æ(f_n(x); f_n(y)) + æ(f(y); f_n(y)) ¡ ¡ ”=3 + ”=3 + ”=3 = ”

(ÐÅÒŒÏÅ É ÔÒÅÔØÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÅÎØÛÅ ”=3, ÔÁË ËÁË æ(f(z); f_n(z)) ¡ ”=3 ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ z). üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÉÓËÏÍÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ.

œÚÇÌÑÎÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ĂÓ ÎÁÕÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅ- ÎÉÑĄ. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É B(X) | ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ f : X → R (ÆÕÎËÃÉÑ f, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÅ M ¿ 0, ÞÔÏ |f(x)| ⩽ M ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ X). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ f ∈ B(x) ÐÏÌÏÖÉÍ ‖f‖ = sup_{x∈X} |f(x)|. îÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ‖f‖ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÎÏ ÄÒÕÇÉÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁÍ Œ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ŒÒÅÍÑ ÎÅ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ).

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏÓÌÏŒÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ B(X) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ C (Á ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Œ R). íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒŒÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÓÔÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÙÌÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÍÅÎÎÏ Œ R (ÉÌÉ Œ C ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÑŒÎÏ ÕËÁÚÙŒÁÔØ.

Sup-ÎÏÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.3. 1) ðÕÓÔØ f ∈ B(X). ôÏÇÄÁ ‖f‖ = 0 ÅÓÌÉ É ÔÏÌØ- ËÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ.

2) åÓÌÉ f ∈ B(X) É ˘ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÔÏ ‖˘f‖ = |˘| · ‖f‖.

3) åÓÌÉ f; g ∈ B(X), ÔÏ ‖f + g‖ ⩽ ‖f‖ + ‖g‖.

4) åÓÌÉ f; g ∈ B(X), ÔÏ ‖fg‖ ⩽ ‖f‖ · ‖g‖.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÐÒÅÄÏÓÔÁ- ŒÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

åÓÌÉ ŒŒÅÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ B(X) ÍÅÔÒÉËÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ æ(f; g) = ‖f − g‖, ÔÏ B(X) ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

éÚ ÓÁÍÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ sup-ÎÏÒÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ∈ B(X) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ f ∈ B(X) Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ sup-ÎÏÒÍÏÊ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ B(X) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ {f_n}_{n∈N} | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁ- ËÏÅ n ∈ N, ÞÔÏ

|f_m(x) − f_n(x)| ⩽ ” ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X É ÌÀÂÙÈ m; n ¿ N. (9.2)

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {f_n(x)} ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÌÏÖÉÍ f(x) = lim_{n→∞} f_n(x). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f ∈ B(X) É ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_n} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f.

îÁÞÎÅÍ ÓÏ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄÅÍ n ËÁË Œ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (9.2); ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ n ¿ N É ÐÅÒÅÊÄÑ Œ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ m → ∞, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

|f(x) − f_n(x)| ⩽ ” ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X. (9.3) œŒÉÄÕ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÂÏÒÁ n ¿ N, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ.

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÖÅ ” É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ n ∈ N ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (9.3) ŒÌÅÞÅÔ |f(x)| ⩽ |f_n(x)| + ” ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X. ïÔÓÀÄÁ |f(x)| ⩽ ‖f_n‖ + ” ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x, É ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. œÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÎÉËÁË ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÅÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ŒÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÅÐÅÒØ ŒŒÅÄÅÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÔÁËÏÅ

ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 9.5. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. þÅÒÅÚ C(X) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÎÁ X.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(X) ⊂ B(X) ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ B(X) ÎÏÒÍÕ, ÍÅÔÒÉËÕ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ C(X) ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ X.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.6. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ C(X) ÚÁÍËÎÕÔÏ Œ B(X) É ÐÏÌÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9.2, ÐÏÌÎÏÔÁ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÎÙÍ Œ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ.

ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÄÅÊÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÏÂÝÅÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ: ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 9.7. ðÕÓÔØ f : X → Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ. üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ” ¿ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ffi ¿ 0, ÞÔÏ æ(f(x); f(y)) ¡ ”, ËÁË ÔÏÌØËÏ æ(x; y) ¡ ffi.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ; ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ (ÐÒÉÍÅÒ: X = Y = (0; +∞) É f(x) = 1=x). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 9.8. ðÕÓÔØ X É Y | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. åÓÌÉ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ É f : X → Y | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ f ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. úÁÄÁÄÉÍÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ” ¿ 0 É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a ∈ Y ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ f^{−1}(B_{”=2}(a)) ⊂ X. üÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ

ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ X. ðÏÓËÏÌØËÕ X ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ĂÌÅÂÅ- ÇÏŒÏ ÞÉÓÌÏĄ ffi ¿ 0, Ó ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ x ∈ X ÛÁÒ B_ffi(x) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ f^{−1}(B_{”=2}(a)) (ÌÅÍÍÁ 4.20). ðÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, æ(f(x); f(y)) ¡ ”, ËÁË ÔÏÌØËÏ x É y ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ f^{−1}(B_{”=2}(a)), ÞÉÓÌÏ ffi | ÉÓËÏÍÏÅ.