áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 2 (ÏÓÅÎØ 2006, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ)

ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ É ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ

1. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, É ÐÕÓÔØ f; g : X → R | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ fg : X → R ÔÏÖÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

2. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {0; 1; 1=2; 1=3; : : :} Œ R?

3. ðÕÓÔØ T | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Œ ÌÅËÃÉÉ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ:

Á) S : T → R, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ. Â) B : T → R^2, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ.

Œ) O : T → R^2, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ŒÙÓÏÔ.

4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË R^n, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁŒÌÅÎÁ ÔÏÞËÁ ∞. ðÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ U ⊂ R^n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, U ∩ R^n ÏÔËÒÙÔÏ Œ R^n, É ŒÏ- ŒÔÏÒÙÈ, Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ U ∋ ∞, U ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ {x ∈ R^n | ‖x‖ ¿ R} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ R ¿ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ Œ R^{n+1}.

5. ðÕÓÔØ X É Y | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, X × Y | ÉÈ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ (Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ (x; y), ÇÄÅ x ∈ X, y ∈ Y ).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ U × V ⊂ X × Y , ÇÄÅ U ⊂ X É V ⊂ Y ÏÔËÒÙÔÙ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÁÚÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁ X × Y É ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ X × Y ÎÁ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

ôÏÐÏÌÏÇÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ Œ ÐÕÎËÔÅ (Á), ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÑ.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ X × Y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÔÏÎ- ËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙ. (åÓÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÚÁÄÁÎÙ ÄŒÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÁÑ, ÞÅÍ ŒÔÏÒÁÑ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÔËÒÙÔÏÅ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÏÔËÒÙÔÏ É Œ ÐÅÒŒÏÊ.)

Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R^n ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ R× : : : × R

n ÒÁÚ

(ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ n

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÐÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).

6. ðÕÓÔØ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, R | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ X, ÐÕÓÔØ X=R | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ß : X → X=R | ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ËÌÁÓÓ). îÁÚÏŒÅÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ X=R ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ß^{−1}(U) ÏÔËÒÙÔÏ Œ X.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ŒÙÂÏÒ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ X=R Œ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ É ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

(X=R Ó ÔÁËÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ, Á ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÑ ÎÁ X=R | ÆÁËÔÏÒÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ.)

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÔÏÐÏÌÏÇÉÑ | ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ X=R, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ß ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ.

7. Á) ðÕÓÔØ M ⊂ (R^2)^3 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÔÒÏÅË ÔÏÞÅË, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ). îÁÚÏŒÅÍ ÄŒÅ ÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË ÉÚ M ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÔÏÞÅË. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ M ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ T ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏŒ.

Â) œŒÅÄÅÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÔÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÁ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Á ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÁ ÓÅÂÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

Œ) œŒÅÄÅÍ ÎÁ R^2 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (x; y) ∼ (y; x). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁË- ÔÏÒ R^2 ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {(u; v) ∈ R^2 | v ⩾ 0}.

Ç) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ R^2 \ {(0; 0)} ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:

R : (x_1; y_1) ∼ (x_2; y_2) ⇔ ∃˘ ¿ 0 : x_2 = ˘x_1; y_2 = ˘y_1; S : (x_1; y_1) ∼ (x_2; y_2) ⇔ ∃˘ ¿ 0 : x_2 = ˘x_1; y_2 = ˘^{−1}y_1

ñŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^2 \ {(0; 0)}=R É R^2 \ {(0; 0)}=S?

Ä) ðÕÓÔØ S^1 | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ; ÎÁÚÏŒÅÍ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ S^1 × S^1 ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ S^1 × S^1 ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÅÎ ÌÉÓÔÕ íčÂÉÕÓÁ.