áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 3 (ÏÓÅÎØ 2006, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ)

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ) ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ⊂ R ÅÇÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ.

2. ðÕÓÔØ A; B ⊂ R | ÄŒÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ a ∈ A É b ∈ B ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a ⩽ b. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ x ∈ R, ÞÔÏ a ⩽ x ⩽ b ÄÌÑ ŒÓÅÈ a ∈ A É b ∈ B.

ôÏÞËÁ a ∈ R ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {x_n}, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ∋ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ x_n ∈ U (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏ- ÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ).

3. Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ É ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑÞ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ (ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÅÒÈ- ÎÉÍ É ÎÉÖÎÉÍ ÐÒÅÄÌÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÅÅ ŒÅÒÈÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁŒÅÎ ÎÉÖÎÅÍÕ.

4. ïÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1]. ïÂÑÚÁ- ÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1]?

5. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÒÑÍÏÊ ÐÏËÒÁÓÉÌÉ Œ ÂÅÌÙÊ ÃŒÅÔ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÅÓÔØ ÂÅÌÁÑ ÔÏÞËÁ? (ôÏÞËÁ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ.)

6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ⊂ R ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó F .

7. îÁÊÄÉÔÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÉÄÁ m + n √ 2, ÇÄÅ m É n ÃÅÌÙÅ.

8. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ N, ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ É ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÅÅ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÄÒÕÇÏÍ?

9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ (0; +∞) Œ (0; +∞). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁÓÔčÔ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÆÕÎËÃÉÉ g (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: f ≪ g), ÅÓÌÉ lim_{x→+∞} f(x)=g(x) = 0.

(Á) œÅÒÅÎ ÌÉ ÄÌÑ (ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ) ÐÏÒÑÄËÁ ≪ ĂÐÒÉÎÃÉÐ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒĄ: ÅÓÌÉ

f_1 ≪ f_2 ≪ : : : ≪ f_n ≪ : : : ≪ g_n ≪ : : : ≪ g_2 ≪ g_1;

ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ h, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f_k ≪ h ≪ g_k ÐÒÉ ŒÓÅÈ k?

(Â) œÅÒÎÁ ÌÉ ÄÌÑ ÐÏÒÑÄËÁ ≪ ĂÁËÓÉÏÍÁ ÐÏÌÎÏÔÙĄ: ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÒÁÓÔčÔ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÍÅÄ- ÌÅÎÎÅÅ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É ÂÙÓÔÒÅÅ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B?