áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 5 (ÏÓÅÎØ 2006, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ)

ðÏÌÎÏÔÁ

1. ðÕÓÔØ X | ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÌÏ- ÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏŒ B_{r1} (a_1) ⊃ B_{r2} (a_2) ⊃ : : : ⊃ B_{rn} (a_n) ⊃ : : :. ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ lim_{n→∞} r_n = 0 (ÒÁÄÉÕÓÙ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ), ÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÛÁÒÏŒ ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏŒÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

2. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏŒ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÐÕÓÔÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

3. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ŒÙÑÓÎÉÔÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ Œ ÎÉÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÐÏÌÎÙÍ; ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÐÏÌÎÏ, ÎÁÊÄÉÔÅ ÑŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ÅÇÏ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ.

Á) íÎÏÖÅÓÔŒÏ R Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ æ(a; b) = | arctg a − arctg b|. Â) éÎÔÅÒŒÁÌ (−ß=2; ß=2) Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ æ(a; b) = | tg a − tg b|.

Œ) l^∞ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ; ÅÓÌÉ a = {a_n} É b ∈ {b_n},ÔÏ æ(a; b) = sup |a_n − b_n|.

Ç) ˙ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ); ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ S_1 = [a_1; b_1] É S_2 = [a_2; b_2] ÐÏÌÁÇÁÅÍ æ(S_1; S_2) = |a_1 − a_2| + |b_1 − b_2|.

Ä) ˙ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ); ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ S_1; S_2 ∈ ˙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ æ(S_1; S_2) = l(S_1 ∪ S_2) − l(S_1 ∩ S_2), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ l ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ (ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ ÎÕÌÀ). îÅ ÚÁÂÕÄØÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ æ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ.

4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z ⊂ X, ÇÄÅ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

1) úÁÍÙËÁÎÉÅ Z ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË.

2) äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ U ⊂ X ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ V ⊂ U, ÞÔÏ V ∩ Z = ∅.

(íÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍÉ.)

5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ (0; 1), Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 142857, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍ. (äÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ĂÈŒÏÓÔÏÍĄ ÄÅŒÑÔÏË ÚÁÐÒÅÝÅÎÙ.)

6. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ĂÔÅÏÒÅÍÁ âÜÒÁĄ).

7. íÏÖÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ R?

8. ðÕÓÔØ {f_n} | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ [a; b] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ f(x) = lim_{n→∞} f_n(x).

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÎÁ [a; b]. Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. Œ) ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁËÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ.

Ç) á ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ, ÞÔÏÂÙ f, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ÂÙÌÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙŒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ?