áÎÁÌÉÚ, ÌÉÓÔÏË 6 (ÏÓÅÎØ 2006, 1 ÓÅÍÅÓÔÒ)

p-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ É ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Z_p ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ĂÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÐÒÅÄÅÌÏŒĄ:

lim_{n→∞}(a_n + b_n) = lim_{n→∞} a_n + lim_{n→∞} b_n; lim_{n→∞}(a_nb_n) = lim_{n→∞} a_n lim_{n→∞} b_n:

2. ðÕÓÔØ u ∈ Z_p ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ v ∈ Z_p, ÞÔÏ uv = 1 (ÐÏÓÔÁÒÁÊÔÅÓØ ÎÅ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÁÐÒÑÍÕÀ p-ÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ).

3. ðÕÓÔØ p ¿ 2 É u ∈ Z_p ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u ÑŒÌÑÅÔÓÑ Œ Z_p ÐÏÌÎÙÍ ËŒÁÄÒÁÔÏÍ (Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ x ∈ Z_p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x^2 = u) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ u ÓÒÁŒÎÉÍÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ m ∈ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ m^2 − u ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p).

4. œÙÑÓÎÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ Z_2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ.

5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Z_p É R ËÁË ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ. ëÁËÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ Z_p Œ R, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ?

6. ëÁËÉÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÚ Z_p, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÅÍÏÇÏ ËÁË ÇÒÕÐÐÁ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ, Œ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (Ô. Å. ÇÒÕÐÐÕ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ, Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ)?

7. ðÕÓÔØ X | ËÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ X × X.

Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ X.

8. ðÕÓÔØ X | ÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÅ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ É ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f : [0; 1] → X (ĂËÒÉŒÁÑ ðÅÁÎÏĄ). (ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÁ | ÐÏ- ÓÔÒÏÊÔÅ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ. œÅÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ĂÌÉÎÅÊÎÏ ÓŒÑÚÎÏÇÏ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁĄ ÎÁÐÉ- ÓÁÔØ ĂŒÙÐÕËÌÏÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÄÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ R^nĄ.)

9. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1], ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ∈ [0; 1] ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ f(x) = a ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ?

10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ó ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ Ó R) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÓÞÅÔÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

11*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÐÏÌÎÅ ÎÅÓŒÑÚÎÏÅ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÅÚ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏŒÕ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ.

2